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PRODUIT SCALAIRE DANS 7,
Etude analytique (1)

) BASE ET REPERE ORTHONORMES

Définitions : Soit B(T;])une base de V,.

1) La base B est dite orthogonale si T] =0

2) La base B est dite normeée si M :Hjuzl

3) Une base orthogonale et normée s’appelle une base orthonormée.

4)Soit O un point du plan et R(O;f;])un repére du plan (P)

On dit que le repere R est orthonormé si la base B(T; ])) associé a R est orthonormée.

On pose : i=0l et ]:ﬁ
II) EXPRESSION ANALYTIQUE DU PRODUIT SCALAIRE.

Soit B(T; J)une base orthonormée de V, .

Soient: U=Xi+Yy] et v=Xi+Yy'] deux vecteurs de V, ;ona:uv= (x7+ y])(x’ﬂ y'])
Et d'aprés la bilinéarité du produit scalaire on a : uv = xx'ii + yy’]] car T] =0

Donc : UV = xx' + yy’ car : M =1etH]H =1

On a donc la propriété suivante :
Propriété : L'espace V, est rapporté a une base orthonormée B(T; ])

Soient: u=Xi+Yy]j et v=Xi+Yy'j deux vecteursde V, ;ona:

Uy =xx + yy’

2 -7

Ay uLvex+yy =0

Si A(Xa;Ya)et B(Xg:Y;) alors AB:HEH:\/(XB—xA)2+(yB_yA)2

Exercice 01 : dans Le plan (P) est rapporté a un repére orthonormé R(O;T;]) Considérons les points

A(L-3)et B(3;7) et C(-3;1)
1) Montrer que le triangle ABC est rectangle en C

2) Calculer la surface du triangle ABC
Solution : 1)
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Methodel : ?C(—G;—G) et ﬁf(—4;4) et E(Z;lo)
AB = HE’H = 221102 = /104 = 2./26

AC =+/32 =42
BC =72 =642

Puisque : AC2+BC2=32+72=104 et AB%2=104
Donc : AC2+BC2= AB?
Donc : le triangle ABC est rectangle en C

Methode?2 : %(—6;—6) et TC(—4;4)
Donc : AC+BC =24 —24+0 cest-a-dire : AC L BC
Donc : le triangle ABC est rectangle en C

2) Puisque le triangle ABC est rectangle en C alors : S = %CAX CB :%4\/§x6\/§= 24

Exercice 02 : Le plan () est rapporté a un repére orthonormeé R(Oﬁ;])

Considérons la droite(D):2x—y+1=0 et N un point sur la droite (D) d’abscisse a.

1) Déterminer les coordonnées de N.

2) Déterminer la distance ON .

3) Déterminer pour quelle valeur de « la distance ON est minimale.
Solution :1)

1)SoientN(a;yy) : N(a;yy)e(D) = 2a-y, +1=0 < 2a+1=Yy,

Donc : N(«a;2a+1)

2) Détermination de la distance ON

ON = \[(@-0) +(2a+1-0) =\’ +(2a +1)’ =\a’ +4a’ +4a+1= 50’ + 4a +1

3) Détermination de valeur de a pour que la distance ON soit minimale.

!

5a% +4a +1) 10c+ 4

f(a)=\5a*+4a+1: f'(a =( =

( ) ( ) 25 +4a+1  245a° +4a+1

f'(a)=0< 0o +4 :O<:>100:+4:0<:>0::—i:—E
2502 + da +1 10 5

La distance ON est minimale pour : « =_§

lII) PRODUIT SCALRE ET LIGNES TRIGONOMETRIQUES.

1) L’expression de cos :
Le plan () est rapporté a un repéere orthonormé R(O;T;])

Soient: U=Xi+Yy] et v=Xi+Y'j deux vecteurs de V, ;ona:u-v= HGHXHQHCOS(G;\?) =xX'+yy'

: - XX+ yy'
Par suite : cos(u;v): Yy
X2 yzx X2+ y2
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2) L’expression de sin :

L'espace V, estrapporté a une base orthonormée B(T; ])

8l

D(X; y) eta la mesure da I'angle polaire (T;G)
Puisque 7(1;0) alors : u-i = xet puisque ](0;1) alors u-j=y
D't part: - [l os{i) [iosr e i =[] ] cos(i ) ios( 5 -«
G-]:HGHsina
X:Hl]Hcosa o . .
On peut conclure que : _,  Etparsuite: u :HUHCOSaHHUHSinaj :HUH(COSaHSinaj)
y =Hu”sma

Cette écriture s’appelle I'écriture trigonomeétrique du vecteur u

ﬁ(x; y) et a la mesure da I'angle polaire (T;G)et W le vecteur tel que : HGH =HWH et (G;W)E%[Zﬁ]

D’aprés I'écriture trigonométrique du vecteur w on a :VV:HM‘COS(Q+%JT+HM‘sin(a+%J j
w=|wfsincd+|w|cosacj =—|usinai+|ufcosar (ear: o] <[y wi=—yix]

Par suite W(-Y;X)

D' on et conclure que : 4=y +xy"eton a: .= i ifsin| 5 0 | |- lcoso
ou : (G;Q) = [ 2] Ce qui nous permet de confirmer que : HGH~HGHsin 0 =—Xy+xy

xy' =Xy _ det(ﬁ;\7)
el -

Théoréme : L’espace V, est rapporté a une base orthonormée B(T; j)Soient a(x; y) et \7(x'; y')

etdonc: sin@ =

' ' 1y, det ﬁ;\7
XX+ Yy et sin¢9=Xy Xy _ ( )

cos(ﬁ;&): — AD R N
ey ey ol -l vl
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Exercice2 : Dans Le plan () est rapporté a un repére orthonormé R(O;T;]) direct
Considérons les points A(5;0) ; B(2;1) et C(6;3).

1) Calculer : COS(E;E) et sin(ﬁ;?(f)

2) En déduire la nature du triangle ABC

3) En déduire une mesure des l'angles : (EA—C) et (ﬁﬁ)

Solution : 1) On sait que : COS(E;E):% ot sin(ﬁ;ﬁ)—%
X X
Etona: AB(-31) et AC(L3)

Donc : ABeAC =—3x1+1x3=-3+3=0 et det(ﬁ;rc)=‘1

AB =|AB| = [(-3)7+12 =10 et AC=+10

COS(A*B.;A*C.):L:O et Sm(A;B.,E) -10

Ji0 <10 “ oo

2)Ona: AB-AC =0 et AB=AC donc le triangle ABC est rectangle et isocéle en A

1
‘:—10
3

3) (E;E)=%[2ﬂ] car cos(ﬁ;ﬁ):O et sin(ﬁ;ﬁ)=—1 et (ﬁ):%[zﬂ]

Ona: (E;ﬁ)=(ﬁ;ﬁ)+(ﬁ;ﬁ)[2n] et (A—C;%)E(C—A;@)[Zn]:—%[zn]

Donc : (ﬁ;ﬁ):i—z[h]:—?’—”[h]
2 4 4

IV) DISTANCE D’UN POINT PAR RAPPORT A UNE DROITE.

1) Vecteur normal sur une droite.

Définition : Soit D(A;ﬁ)la droite passante par A et de vecteur

directeur U ; tout vecteur n non nul et orthogonal a u s’appelle un
vecteur normal sur la droite (D).

Remarque : Si n est normal sur une droite (D) ; Tout Vecteur non nul A
colinéaire avec n est aussi Normal sur la droite (D). \ =
- 0

Si (D): ax + by + ¢ = 0 est une droite dans le plan alors a(—b; a)) estun "\”
vecteur directeur de la droite (D), et le vecteur ﬁ(a; b) est non nul et

orthogonal a u donc normal sur la droite (D).
2) Equation d’une droite définie par un point donné et un vecteur normal.

Soient A(XA; yA) un point donné, et\?(a;b)un vecteur non nul. Soit (D) la droite qui passe par A et qui
admet v comme vecteur normal.

M(xy)e(D) < AMy =0« a(x-x,)+b(y-y,)=0< ax+by—(ax, +by,)=0

Propriété : Soient A(XA; yA) un point donné, etﬁ(a;b)un vecteur non nul. La (D) la droite qui passe par
A et qui admet n comme vecteur normal a une équation cartésienne de la forme :
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(D): a(x—x,)+b(y-y,)=0

Exercice : Déterminer une équation cartésienne de la droite (D) qui passe par A(0;1) et qui admet
ﬁ(2;1) comme vecteur normal

Solution : On a (D) qui passe A(O;l) et ﬁ(2;1) un vecteur normal donc : une équation cartésienne
de la droite (D) est: 2(x—0)+1(y—1)=0

Donc: (D): 2x+Yy-1=0

Exerciced : Donner un vecteur normal a la droite (D) dans les cas suivants :
1) (D) : x-2y+5=0 2)(D): 2y-3=0 3)(D): x-1=0

Solution : un vecteur normal & la droite (D) d’équation cartésienne : ax+by+c=0 et n(a;b)
1)(D):x -2y +5=0 : n(%-2) un vecteur normal

2) (D):0x+2y-3=0 : N(0;2) un vecteur normal

2) (D):1x+0y-1=0 : Nn(L0) un vecteur normal

Exercice : Dans Le plan (P) est rapporté a un repére orthonormé R(O;T;]) Considérons les points
A(—3;O) et B(3;0) et C(1;5)

1) Déterminer une équation cartésienne de la droite (D) perpendiculaire a la droite (AB) passant par C

2) Déterminer une équation cartésienne de la droite (A) paralléle & la droite ( AB) passant par C
Solution : 1) Soit M un point du plan (P)

M (D)< CM+AB =0 < 6(x—1)—(y—5)=0 < 6x—y-1=0

Donc: (D):6x—y—-1=0

1) Soit M (X; y)un point du plan ()

M e(A) < CM+n=0Avec N un vecteur normal a la droite (AB)

Le vecteur : AB(6,-1) est un vecteur directeur de la droite (AB) etona: n(16)

Onadonc: M e(A) < (x-1)+6(y-5)=0

< Xx+6y-31=0 Donc: (A):x+6y—31=0

Exercice : Dans Le plan (P) est rapporté a un repére orthonormé R(O;T;]) Considérons les points
A(1;2)et B(-2;3) Exercice6 : Dans Le plan (P) est rapporté a un repére orthonormé R(O;T;])
Considérons les points A(32) ; B(-2;3) et C(0;4)

1) Déterminer une équation cartésienne de la droite (D) médiatrice du segment[AB]

2) Déterminer une équation cartésienne de la droite (A)la hauteur du triangle ABC passant par
A
Solution : 1) AB(a,b)avec (D)/ax+by+c=0 un vecteur normal a (D)

AB(-3,1) Donc :(D)/-3x+y+c=0
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or | E(D) | est le milieu du segment[AB] : I(XAZXB : yAZyBj donc I(%lgj

Donc: -3 —l +§+c=0<:>§+§+c=0<:>c=—4
2) 2 2 2

Par suite : (D)/—3x+y—-4=0
2)(A) la hauteur du triangle ABC passant par A
Donc : (A) perpendiculaire a (BC) passant par A

Donc BC(2,1) un vecteur normal a (A) donc : (A)/2x+y+c=0

Ona:Ae(a)donc: 2x1+2+c=0<c=-+4

Donc: (A):2x+y-4=0

3) Droites perpendiculaires

Proposition : Le plan (P) est rapporté a un repere orthonormé R(O;T;])

On considére les deux droites : (D):ax+by+c=0 et (D'):ax+b’y+c' =0

(D)L (D)<= nln < aa +bb' =0 Avec n le vecteur normal de (D) et N le vecteur normal de (D)
Exercice :(D) 2x+3y-1=0et (D’) gx—y+4:0

Etudier la position relative de (D) et (D)
Solution :
ﬁ(2;3) est un vecteur normal de (D)

ﬁ?(§ : _1j est un vecteur normal de ( D )
2

ﬁ.ﬁzzxg+3x(—1)=3—3=o Donc n L1’

Par suite : (D) L (D)
4) Distance d’un point par rapport a une droite.
Définition : Soient (D) une droite et M, un point dans le plan. La distance du point M, & la droite (D) est

la distance M H ou H est la projection orthogonal de M, sur (D). On la note : d (MO;(D))
Remarque : La distance d’un point M a une droite (D) est la plus petite distance de M, a un point
M de (D) d(M;(D))= min( I\/I0 )
ME(D)
Preuve : Soit la droite (D): ax + by + c=0et M, (XO; yO) ;Soit H la projection orthogonale de M, sur (D),

ﬁ(a; b)est normal sur (D).

On a pour tout point A(X,;Y, ) de la droite(D) : M,An :(MOH +M).ﬁ =M,H.n+HAn=M_Hnn

Donc : MOH.ﬁ = MOAﬁ

On conclue que ‘MoH-ﬁ‘ =‘M0Aﬁ‘ par suite HWHHHH =‘mﬁ‘ et finalement : M H = ‘Mojﬁn‘
n
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En passant & 'expression analytique : ﬁ(a; b)) et MoA(X,—Xo;Ya—Yo)

par suite : M _H :‘a(XA_X)o"'b(yA_yo)‘
0 va? +b?

:|aXA_aXO+byA_by0| _ |axA+byA—ax0—by0|

M, H Or A€ (D) & ax,+by,+c=0<ax,+by, =—cC

Ja? +b? Ja? +b?
Dot M_H 6= 8% ~DYo| _ [% + by, +¢f
i Ja? +b? Ja? +b?

Théoréme : Soient la droite (D) : ax + by + c =0 et M, (XO; yo) un point dans le plan.

+by, +cC
La distance du point M, a la droite (D) est : (M ,H =%
a“+b

Exercice : Soient la droite (D) d’équation : (D):3x+4y+5=0

1) Déterminer les coordonnées du point H la projection orthogonale de O sur (D)

2) Calculer La distance du point O a la droite (D)

3) Déterminer les coordonnées du point O le symétrique de O par rapport a la droite (D)

Solution :1) Puisque H est la projection orthogonale de O sur (D) alors H est le point d’intersection de la

droite (D)et la droite (A) qui passe par O et perpendiculaire a (D) on va donc résoudre le systéme
(D):3x+4y+5=0

suivant :
{(A) :4x-3y=0

— | -
On trouve : x:—3 et y=— donc H —3—4
S 5 5'5

Autre méthode : Soit H (x,;y, ) ona:H e(D) < 3x, +4y, +5=0
OH est normal a la droite (D) donc colinéaire avec :6(3; 4)
— - Xy =3K
Donc: dk e R/OH =ku <
Yy = 4k
(1)x, =3k
Pour déterminer X,, et y, onva donc résoudre le systéme suivant : 4(2)y,, =4k
(3)3x,, +4y, +5=0

1 Xy = =
On remplace (1) et (2) dans (3)on trouve : K =€ Donc: 54
Y _?

_Jax, +by,+¢| [3x0+4x0+5 5 1
Jal +b? JF + 48 5
3) O’ le symétrique de O par rapport a la droite (D)

2) d(0i(D))

Donc : H est le milieu du segment [OO']

Donc: OH=-OH onpose: O'(X;y)
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A

Donc : 5 5<:> 5Donc:0'(—§;—§j
SV S (P 5 5
5 5 5

V) L'INTERPRETATION ANALYTIQUE DE L’ INEGALITE DE CAUCHY-
SCHWARZ

- - - —\2
Activité 1: Considérons deux vecteurs u et vnon nuls et le trinébme f (x) = (xu +v)

1) Développer f(x).
2) Déterminer le signe de f(x).
3) Déterminer le discriminant de f(x) .

4) En déduire que pour tout vecteurs uetvona: G.\?S‘G.\?‘ < “G“x“\?”
5) Quand est ce qu’on a 'égalité ?

Activité 2 : On sait que pour trois points donnés dans le plan on a: MA + MB = AB le but de cette activité
c’est de démontrer ce résultat.

Considérons deux vecteurs U et vnon nuls.
1) Développer (G +vV )?
2) En utilisant l'inégalité précédente montrer que |l u+ visiull+1lvi.

3) Quand est ce qu'on a I'égalité ?
L’inégalité de Cauchy-Schwarz

a) Pour tout vecteurs U et v ona: u.vs‘u.v sHuHvaH

b) L'égalité est vérifiée si et seulement si U et v sont colinéaires.
L’inégalité triangulaire.
a) Pour tout vecteurs u et v ona:llu+ vislull +lvl.

b) I'égalité est vérifié si u et v sont colinéaires et de méme sens.

Propriétés : L’espace V, est rapporté a une base orthonormée B(T; j)Soient a(x; y) et \7(X'; y'Jona

1) L'inégalité de Cauchy-Schwarz : UV < ‘ﬁ.\? < HGH ><H\7H & XX+ Yy XX+ Yy < X2+ y2x X2+ Y2

2) L'inégalité triangulaire : lu+ VI <lull + v J(x+X)2+(y+Y)2 < x2+y2 + X2+

C’est en forgeant que I’on devient forgeron » Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices

Que I’on devient un mathématicien
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