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FONCTIONS - Généralités

Lecon : FONCTIONS - Généralités

Présentation globale
1) Définitions d’une fonction et Domaine de définitions.
2) Fonctions paires et Fonctions impaires
3) Les variations d’une fonction numérique
4) Les variations d’une fonction et la parité d’'une fonction
5) Les variations des deux fonctions : of et f+a
6) comparer deux fonctions (fonctions positives et négatives) Fonctions majorées ; minorées ; bornée
7) Les extremums d’une fonction numérique
8) Etude et représentation graphique de la fonction polynéme du 2iem degré :x ——sax *> +bx +c
ax +b

cx +d

9) Etude et représentation graphique de la fonction homographique : X —

10) Etude et représentation graphique de la fonction polynéme : x —— ax®

11) Etude et représentation graphique de la fonction : x——+/x+a
12)La fonctions partie entiére

13)La composée de deux fonctions

14) Fonctions périodiques

1) Définitions d’une fonction et Domaine de définitions

1-1) Définition :

Une fonction est un procédé qui aunnombre x appartenant a un ensemble D associe un nombre .
f

Onnote: x>y = f(x)Ouencore: f:xr>y="f(x) Ouencore y=f(x)

¢ On dit que y est limage de x par la fonction f

o On dit aussi que x est un antécédent de y par la fonction f

1-2) Exemples

Exemple1 : Les fonctions numériques sont, le plus souvent, définies par une expression mathématique

3 +2x° -1 2x-1 sin X —cos X
Comme parexemple : f (x) =3x®+9x*+1; =22 727~ h(x) = A(x) =X ; R(X) =——m"—F=
parexemple: f(x) =3x +9x" +1; g(x) === —sh() == — 5100 =Vx ; RO) ===

f S'appelle une fonction polyndme
g S'appelle une fonction rationnelle

h S'appelle une fonction rationnelle et s'appelle aussi une fonction homographique
ax+b

cx+d

Une fonction homographique s'écrit sous la forme : h(x) =

| S'appelle la fonction racine carré
R S'appelle la fonction circulaire ou fonction trigonométrique

Exemple2 : Soitla fonction f définie par: f (X)=3x"-1

1)Calculer l'image de 1 ety2 et -1 par f

2)Déterminer les antécédents éventuels de 2 par f

Réponses : 1) f (1)=3x1~1=3-1=2 ;f(v2)=3x(v2) ~1=6-1=4 et f(-1)=3x(-1)’-1=3-1=2
2) f(x)=2 &3xx’'-1=23xx* =2+l 33X =3 X =1 x=-1ou x=1

Donc : les antécédents éventuels de 2 parf sont -1 et 1
1-3) Domaine de définitions : activités
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f
a) On considére la fonction définie par: x F=> x1_3

Parmi les valeurs suivantes, laquelle ou lesquelles n'a ou n'ont pas dimage parf? 0;2;-3; 3.

g
b) On considére la fonction définie par : x =2 +/x -3
Parmi les valeurs suivantes, laquelle ou lesquelles na ou n'ont pas dimage parg? 0;2 ;-3 ; 4.

h
¢) On considére la fonction définie par : x F—=> \/%(

Parmi les valeurs suivantes, laquelle ou lesquelles na ou n'ont pas dimage parh? 5;-6;9; 7.
Définition : Pour une fonction f donnée, 'ensemble de tous les nombres réels qui ont une image calculable par cette fonction
est appelé ensemble de définition de la fonction f, que 'on notera D,

Exemple 1 : Déterminer 'ensemble de définition des fonctions suivantes définie par :

D 100=9¢ ) 100=5,— $f00=;i4. 4 1 (0=
5) f(x)=v-3x+6. 6) f(x):zX}_—‘Si%. 7) f(x)=VC-3x+2. 8 f(x)= —iX++l9.
_ x+1 _|x-5] _ x| X+2
9) f(x)——m. 10) f(x)_m. 11) f(x)_T. 12) f(x)= o
2 1 _ X _ 2sinx
13) f(x)=3x —;+ -Xx. 14) f(x)_—|2x—4|—|x—]4' 15) f(x)_—Zcosx—l'

16) f(x):,/‘z)’(fji’igl?’ 17) f(x)z\/x2+(2ﬁ—\/§)x—2\/§ 18) f(x):%

19) f(x)=v2x_1+3-5x. 20) f(x):#ﬁ_15

Solutions : 1) f(x)=3x*—x+1
f Est une fonction polyndme donc un réel a toujours une image. Donc D, =R

X3

2x—4

Pour les fonctions du type fractions rationnelles, I'ensemble de définition est 'ensemble des nombres pour lesquels le
dénominateur est non nul.

D, ={xeR/2x-4=0

2) f(x)=

2x—4=0 ©x=%=2

Donc: D; = R—{2} (Ondiraaussi que : 2 est une valeur interdite pour la fonction f )

X4

3) f(x)=xf—

. D, ={xeR/x*-4=0}
XX-4=0& x*-2=0 & (x-2)(x+2)=0 & x-2=0 ou x+2=0 &S X=2 ou x=-2

Donc: D, =R-{-2;2}

7x-1
4) f(x)=X3X_2X. sz{xG]R/x3—2x¢0}

xX-2x=0 < x(x2—2)=0 &S x=0 ou x*-2=0 & X=0 ou x*=2 & x=00U x=v2 OU x=-2
Donc: DfZR_{_JE;O;JE}

5) f(x)=+/-3x+6. Pourlesfonctions du type racine carrée, 'ensemble de définition est 'ensemble des nombres pour

lesquels lntérieur de la racine est positif: D, ={x e R/-3x+6>0}
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-6
-3X+620 & 3x=>2-6 < xs—3 & X<L2
Donc: D; = |-o0; 2]
X=5 _ 2
6) F(0)=(r o5 D, ={xeR/2x* ~5x—3=0}
2x*-5x-3=00n: a=2 eth=-5 et c=-3
A=b?—4ac=(-5)" ~4x2x(-3)=25+24=49=(7)" >0

Donc : XFM et xz:_b_*/K
2a 2a

—(-5)++v49 7+5 12
2x2 4 4 2x2 4 4 2

Donc: D, =]R—{—%;3}

7) f(x)=v2-3x+1. D, ={xeR/2x’-3x+1>0}

Soit A son discriminant: A =b? —4ac = (~-3)° ~4x2x1=9-8=1>0
_—(3)+1_4_ (-2 1

(5)-V49 5-7_-2 1

Donc: X, =

1 et x,= —==¢et a=2
2x2 4 2x2 4 2
T —00 1/2 1 +00
2r°—3zr+1 + [b — [1] +

Donc: D, =}—oo,ﬂu[1,+oo[

8) f(x)= ’_9X+3. Df={X€R/_9X+3206t x+1¢0}
X+1 X+1

-9x+3=0 < 9x=-3 @x:% et x+1=0 & x=-1

x -0 —1 ,15 +00

=HDr+3|  + + []] -

x+1 - 0+ +

=Dr43

r+1 o ‘| + []] o

1
Donc : Dy =}—1,§}
X+1 _ y?

9) f(x):m. D ={xeR/-2x*+x+3>0}

-2x*+x+3=0 :a=-2 etb=1¢et c=3
A=b?—dac= (1)’ —4x(-2)x3=1+24=25=(5)" >0

145 _ 4 _ o . 15 _-6_3
2><(—2) —4

Donc: onadeuxracines: x, =
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& —00 —1 —l: + 00
—2* 43 - + + ¢ -
Donc: D, :[—1&}
2
|X—5| i _ 2
10) f(x)="5 D, ={xeR/X* +120|
x*+1=0 < x* =-1 : Cette équation n'admet pas de solution dans R
Donc D, =R
M) f :ﬁ: f R < R et x#0
) 1(n=L (er & e

Or on sait que |x| >0 pour tout xe R
Donc: f(x)eR < x#0
Donc: D, =R—{0} =R"

12) f(x):“;jlz. D; ={xeR/x+2>0et x-1+0}

Donc: D; ={xeR/x>-2et x=1}
Donc: D, =[-2,] UL+

13) f(x) =3 -1 Jx
X
D, ={xeR/-x>0etx =0}

D, ={xeR/x<0etx 0}
Donc: D, =]—,0[

14) f(x)= D, ={xeR/[2x—4—|x~1#0}

X
|2x—4|-|x-1
2x—4|-|x-1=0 < |2x—4|=|x-1 & 2x—4=x-1ou 2x—4=—(x-1)

& 2X—X=4-1ou 2x—-4=—x+1o x=30u 2Xx+x=4+1

& Xx=30u 3Xx=5 © x=3o0u x=g

Donc: D, ﬂR—{%;S}

2sin x

1) T00=5 ex—1

D; ={xeR/2cosx—10}

2cosx—-1=0 < cosx=% @cosx:cos(;r]@ x=%+2k;z ou x:—%+2k7r ou keZ

Donc: D, :R—{—%+2kn’;%+2k7z/keZ}

2 92
16) f(x):,/w D, = XER/MZO et x*-x—-6=%0
X" —X—6 X" —X—6

- On détermine les racines du trindme —2x* + 2X +13:

-2-4/108 _1+3\3 ot _-2+108 _1-33

Le discriminant est A'=22 - 4 x (-2) x 13=108 et ses racines sont : x, = ,=
2%(-2) 2 2x(-2) 2

- On détermine les racines du trindme : x> —x—6:
Le discriminant est A = (-1) 2—4 x (-6) x 1 =25 et ses racines sont :
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~(-1)-V25 _1-5_ _—(-1)+v25 145 _

X '= -2 et x, 3
2x1 2 2x1 2
- On obtient le tableau de signe :
X —0 ﬂ 2 3 ﬂg +0
2 2
2x' +2x+13 - 0 o+ + + 0 -
P -x-6 + + 0 - Q@ + +
—21'.' +2r+13 _ ) N _ N 0 _
¥ —x-0
D, :{1‘2\/5;—2@}3;“3‘/5]

17) f(x)z\/x2+(2J§—J§)x—2J§ Df={X€R/X2+(2\/§—\/§)X—2\/€ZO}
A=b2—4aC=(2\/§+\/§)2—4><1x2\/€

A=12-46+2+8/6 =14+46
14+4«/6:14+2x2\/§x\/§:(2\/§)2+2x2\/§x\/§+(\/§)2 Donc:14+4J€:(2J§+J§)2

Ona A=14+4+/6 >0 donc:

Xlz_zﬁmﬂ/—mm:—2@@\2@@\ o 2B2-2E

2x1 2x1 2 2x1

X1:_2\/§+\/§+2\/§+\/§:2\/§:\/§ et X2=_2\/§+\/§_2\/§_\/§=_4\/§=_2\/§
2x1 2 2x1 2
T — i —2\1"3 "ﬁ Teo
;;'2+|:21f§—\f§}1'—2\f% + ¢ — 'JP -
Onadonc: D, =]—oo;—2\/§]U[«/§: +00[
x—4-Ix-1

18) f(x) = Df:{XER/x2+2|x|—3¢O}

X +2|x-3
x?+2|x|-3=0<|x" +2|x|-3=0 onpose [x|= X donc l'équation devient : X +2X ~3=0

PN 2446
1

Le discriminant est A =22 -4 x 1 x (-3)= 16 et ses solutions sont : X, = 5 =-3etX,= i
X X

1

Doncona: |x=-3 et |x=1
|x| =—-3 n'a pas de solution
|X|=lex=10ux=-1
Donc: D, =R-{-1;1}

19) f(x)=+v2x-1++/3-5x :

D, ={xeR/2x-12>0 et 3—5XZO}={X€R/XZ% et xgg}
Donc D, {1,5}
25

20)f(x):& ; DfZ{XER/X—Z\/;—].SiO etsz}

x—2:/x 15
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X—2/X~15=0 VX —2:/x-15=0
On pose : v/x = X donc I'équation devient : X2 —2X —15=0
2— 2++/64

Le discriminant est A = (-2)> -4 x 1 x (-15) = 64 et ses solutions sont : X, = 5 =-3et X, = 1 5
X X

H%‘
~

Doncona: /x =—-3 et V/x =5

Mais : V'x =—3 n'apas de solution et +/x =5<>x=5

Donc: D, ={xeR/x=5et x>0 }

Donc : D, =[0;5[ U]5; -+

2) Fonctions paires et Fonctions impaires :

2.1 Ensemble de définition centrée :Soit f une fonction. Soit D, son ensemble de définition : On dit que D, estun

ensemble de définition centré si et seulement si : Pour tout réel X, si x € D, , alors: —x e D

Exemples d’ensembles centrés | Exemples d'ensembles non centrés
]—oo,+oo[ ]0,+oo[
R * (ou R -{0}) R -{1}
R-{-1;1} R-{-1;2}
[4 4] [ 9]

2.2, Fonction paire : On dit qu’une fonction fest paire si et seulement si :
v Son ensemble de définition est centré

v' Pourtoutréel xde D, ona: f(—x)= f(x)

M @)~ Dt (s 1)
|
l |
N "
- T
Remarques :

- si n est un entier pair, positif ou négatif, la fonction définie par : f (x) =kx" est paire.

(Cest dailleurs de cet exemple que vient la dénomination de fonction paire)
- la fonction x > |x| est une fonction paire,

- la fonction X > cos(x) est une fonction paire,

- 'opposée d’'une fonction paire est une fonction paire,
- I'inverse d’une fonction paire est une fonction paire,
- la somme de deux fonctions paires est une fonction paire,
- le produit de 2 fonctions paires ou de 2 fonctions impaires est une fonction paire.
2.3. Fonction impaire : On dit qu'une fonction f est impaire si et seulement si :
v Son ensemble de définition est centré,

v' Pour tout réel xde D, ona: f(-x)=—f(x)

Remarques :

- Si n est un entier impair, positif ou négatif, la fonction f (x)=kx" estimpaire,

- la fonction x - sin(x) est impaire,

-la fonction x—tanx est impaire,

-'opposée d’une fonction impaire est une fonction impaire,

-linverse d’une fonction impaire est une fonction impaire,

-la somme de deux fonctions impaires est une fonction impaire,

- le produit d’une fonction paire et d’'une fonction impaire est une fonction impaire.

2.4 le graphe et la parité de la fonction :

- la courbe représentative d’une fonction paire est symétrique par a I'axe des ordonnées.
- la courbe représentative d’'une fonction impaire est symétrique par rapport a l'origine.
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Fonction paire Fonction impaire

fig02 o
ARG &

2 - 0 2 x 4 i : i !
maths — inter
maths + inter 2

Exemple 1:
1) Soit f une fonctiontq : f (x)=3x*-5
Donc D, =R car f estune fonction polynéme

.
fig 03 (©))

- Pourtoutréel x,si xe R, alors —xeR
f(—x)=3(-x)" ~5=3x*-5

f(—x)=f(x)

Donc f est une fonction paire,

2) Soit g une fonctiontq: g (x)=

< | w

Ona:ig(x)eR < x#0
Donc: D, =R’

-Pour tout réel x, si xe R, alors —x eR"

3 3
9= 5=

g(-x)=-9(x)
Donc g est une fonction impaire,
3) Soit h une fonction tel que : h(x) =2x* +x°

h est une fonction polyndme : donc un réel a toujours une image.
Donc D, =R

- Pourtoutréel x,si xeR, alors —xeR
h(—x) = 2(—x)3 +(—x)2 =-2x"+x* = h(x)
h(=x)=—(2xX-x*)=-h(x)

Donc h est une fonction ni paire ni impaire,

4) Soit t une fonction tel que : t(X) = é

Ona: t(x)eR < x-220 < x=2

Donc D, =R—{2}

Ona:—-2e€ D, mais: —(-2)=2¢D,

Donc D, nest pas symétrique par rapporta O

Donc t est une fonction ni paire ni impaire,

Exemple 2 : Etudier la parité des fonctions suivantes définies par :

1) f(x):xz_l. 2) f(x):x2+%. 3) f(x):xlill. 4) f(x)=+1-x’ 5 f(x)=

2x3
x?+5
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6) f(x)=|x-v2x*+4. 7) f(x)z‘/;. 8) f(x)=5—|x|-4—cosx

x?—1

Solutions :1) f(x) =

ona f(x)eRssi x=0 donc D; =R’

-Pourtoutréel x, si xeR",alors —xeR"

%V -1 2 _
) f(—x)=( X_)X =—XX !

f(—x)=—f(x)

Donc f est une fonction impaire,

2) f(x)=x2+1 ona f(x)eR ssi x#0
X
donc D; =R’

-Pour tout réel x, si xeR", alors —xeR"
f(—x) :(—x)2 sl :(—x2 +1j

- —X X X
f(—x)=—f(x)

Donc f est une fonction ni paire ni impaire,

X
3) f(x)=Xl—|1 ona f(x)eRssi x*-1#0

x2—1=0ssi x*=1ssi x=10U x=-1
donc D; =R—{-1;1}

- Pourtoutréel x, si xe R—{-11},alors —xe R—{-1,1}

—X X
| 005 (—|x)2|—1 ) xl —|1
f(—x)=f(x)
Donc f est une fonction paire
4) f(x)=+1-% .
D, ={xeR/1-x* >0}
1-x*=0ssi x*=15ssi x=10U x=-1
a - —] 1 4
-2 — ) + ( —
Donc D, =[-11]
- Pourtoutréel x, si xe[-1,1], alors —xe[-1,1]

f(—x) =J1—(—x)2 =1-x2
f(—x)=f(x)
Donc f est une fonction paire
2x°
x> +5
D, ={xeR/x*+5=0}
x> +5=0 ssi x> =-5 pas de solutions

5 f(x)=
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Donc D, =R
- Pourtoutréel x, si xeR, alors —x e R
3

=20 2

- (—x) +5 X°+5
f(—x)=—f(x)

Donc f est une fonction impaire

6) f(x):\x\—m.

D, ={xeR/2x*+4>0}

Or on sait que 2x*> >0 Pour tout réel x, donc 2x*+4>0+4 C'est-a-dire : 2x* +4>4>0
Donc D, =R

- Pourtoutréel x, si xeR,alors —xeR

f(—x) = |—x|—1/2(—x)2 +4 =|x|-V2x* +4
F(=x)=f(x)
Donc f est une fonction paire

7) f(x):ﬂ. D, ={xeR/x>0} Donc D, =R" =[0;+o0]

Ona 2eR"mais —2¢ R" Donc f est une fonction ni paire ni impaire

8) f(x)=5-|x-v4-cosx D;={xeR/4-cosx>0}

Ona: xeR-1<cosx<ldonc: —-1<-cosx<1donc: 0<3<4—-cosx<4
D; =R car: 0<4-cosx

-Pourtoutréel x, si xeR,alors —xeR

f(=X) =5~|-X|—/4—cos(-x) =5~ |x| - /4—cos x
f(—x)=f(x)

Donc f est une fonction paire

Exemple 3 : Soit la fonction définie par: 5f (x) + f (—=x) = 2x> —3x Pour tout réel x

1)Montrer que f est une fonction impaire

2)Donner une expression de  f (x) Pour tout réel x

Solution : soit xe R

Ona 5f(x)+ f(—x)=2x>-3x (1) pour tout réel x

En remplagant x par —x on trouve :5f (—x) + f (x) = 2(—x)3 -3(—x)

Donc: 5f (—x)+ f(x) =—2x>+3x(2)

(1) +(2) donne : 6( f(—x)+ f(x))=0 donc: f(-x)+ f(x)=0

Donc: f(—x)=—-f(x) W¥xeR

Donc f est une fonction impaire

2)0na: 5f(x)+ f(-x)=2x>-3x

Etpuisque f est une fonction impaire donc : 5f (x) — f (x) = 2x* —3x

1, 3

4fF(X)=2x° -3 |f(X)==x-=
(x) (X) > 2

car: |[-X|=|x| et cos(—x)=cosx

|x|+1
2|x|-3
Montrer que (C, ) symétrique par rapport a I'axe des ordonnées

Exemple 4 : Soit la fonction définie par: f (x) = et (Cf ) la courbe de f dans le repere (O;T;T) orthonormé

Prof: atmani najib http://www.xriadiat.com 9
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10
Solution : D, ={XGR/2x—3¢O}:{XGR/x¢g}

Donc: D, =R—{—§;§}
2 2

II'suffit de montrer que f est une fonction paire .

- Pour tout réel x, si XGR—{—§;§} alors —XER—{—ﬁ;E}
22 2 2

-X+1  x+1

2/-x-3 2|x-3

Donc f est une fonction paire

Par suite la (Cf )symétrique par rapport a 'axe des ordonnées

- f(-x)=

f(X)

3) Les variations d’une fonction numérique
3-1) Sens de variation d’une fonction : fonction croissante -décroissante -fonction constantes
Définition : Soit f une fonction et D, son domaine de définition

Et soit | un intervalle inclus dans D

Dire que f est strictement croissante sur | (croissante sur 1) signifie que :

Sixel etx,el tgx<xaors f(x)=<f(x) (f(x)<f(x))

Rq : Une fonction croissante « conserve l'ordre ».

- Dire que f est strictement décroissante sur | (décroissante sur 1) signifie que :
Sixel etx,el tgx <X aors f(x)=f(x) (f(x)=7f(x))

Rq : Une fonction décroissante « inverse l'ordre ».

- Dire que f est constante sur | signifie que : Si x, € | et x, e | alors f(x)=f(x,)

- Une fonction définie sur un intervalle | est monotone sur cet intervalle si elle est : soit croissante sur | soit décroissante
sur |

lllustration graphique :

Tllustration graphique :

e
/ Ve g
! /
/ /
/ /
1 T - T - T rd
4 b i // b
f"‘
.ff
/
Fonction croissante sur [g5), mais Fonction strictement croissante
non strictement crossante sur [a,5]

Exemples :
1) Soit f une fonction tq : f (X)=7x-5

f est une fonction polynéme donc D; =R
Soit X, €R et X, eR tq X, <X,
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Donc /X, < 7X, car 70
Donc 7X1 -5< 7X2 -5
Alors f(x )< f(x,) d'oufeststrictement croissante sur R

2) Soit g une fonction tq : g9(x) _2
X

g(x)eR < x#0

DoncD, =R-{0} =R"

a) Soit X, €[0;+0[ et X, €[0;+o0[ tel que: X <X,
Donc l>i par suite : £>£ car 2>0

XZ Xl XZ
Alors f(x,)> f(X,) doufest strictement décroissante sur [0;+oo]

b) Soit X, € |-0;0] et X, € |-0;0] tq ¥, <X,
1 1 , 2 2
Donc — > — parsuite: —>—car 2>0
X2 X:L X2
Alors f(x)> f(X,) dou feststrictement décroissante sur |-o0;0]
b) tableau de variation :

T |- i +00
flz) \ \
3)
A
, T 5
,
Y
™,
\\
\\\ ,
\ T2
| -""-------’- o \\
. r 1Y ] \x 1 L
1 1 1 T
5 2 0 2 15
- N _2 I|
X 5 -2 2 5

5 2
%) \Oj / \ )

Propriété : Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle |
On dit que f est constante sur | si et seulement s'il existe un réel k tel que : f (X)=k pourtout x €

3-2) Le taux d’accroissement d’une fonction
a) Définition : Soit f une fonction et D; son domaine de définition

Etsoient X, € Dy et X, €D; tq X, # X,

On appelle Le taux d’accroissement (taux de variation) de la fonction f entre X; et X,
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Le réel noté : T(X;X,) esttq: T (x;x,)= f0u)-f(x)
X =%

Exemple : Soit f une fonction tq : f (x)=3x"+2
f est une fonction polynéme donc: D, =R
Soient X, R et X, eR tq X, #X,

f(xi)—f(xz):(Sxf-l—Z ~(3x,7+2)

T (%)= X, — X X, — X
37 -3x2+2-2 3(%' %’
T (%)== Xlx_; = (Xl_x )
3(X =%, )(X +X
T(X;%)= [ )(12_)()()(1 2):3(x1+x2)
2

b) Le taux d’accroissement d’une fonction et les variations :
Propriété : Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle |

e On dit que f est strictement croissante(croissante) sur | ssi pourtout X, €| et X, €l et X, #X, ona:
f —f f —f
(4)-100) o F)-T(%)
X =% X =%
e On dit que f est strictement décroissante(décroissante) sur | ssipourtout X, €l et X, €l et X, #X, ona:
f —f f —f
(Xl) (XZ)_<O ( (Xl) (XZ)SO)
X =% X =%

f —f
« On dit que f est constante sur | ssipourtout X, €l et X, €l et X, #X, ona: M:o
X =%,

Exemples :1) Soit f une fonction tel que : f (x)=3x*+2 D, =R

Soient X, eR et X,cR telque X #X, ona: T(X;%)=3(X+X,)

a) Soient X, €[0;+0[ et X, €[0;+o0]

Donc %20 et X, 20 Donc X +X,20 parsuite: 3(X% +X,)>0 car 3>0
Donc T (X;%,)=3(X +X,)>0

D'oui f est croissante sur [0; oo

b) Soient X, € |-0;0] et X, € |-;0]

Donc % <0 et X, <0 Donc X +X, <0 parsuite: 3(X,+X,)<0 car 30
Donc T (X;%,)=3(X +X,)<0

Dot f est décroissante sur |-o0; 0]

b) Résumé : tableau de variation : f (0)=3x0*+2=2

v & — oo O oo

L) \2/’

2) Soient f une fonction tel que : g(x):i1 ona f(x)eR & x+120 < x=-1
X+

Donc D, =R-{-1}

Prof: atmani najib http://www.xriadiat.com 12
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Soient X, €D, et X, €D, telque : X, #X, ona: T(x;x,)= 9(x)-9(%)
X =%

X X% =x1(x2+1)—x2(x1+1)
x+1 x,+1 (% +1)(x, +1)
_ X, —X, 1 1
1) = o) % —n ~ (erd) (e =)
a) Sur | =]—oo;—]{ ;
Soient X, € |-o0;—1[ et X, € |01 X #X,
Donc % <-1 et X, <=1 Donc X +1<0 et X,+1<0 Donc (x +1)(x,+1)>0
1
(%, +1)(x, +1)
Dol : g est strictement croissante sur | = ]—00;—]{
b) Sur J :]—1; +00[ ;
Soit X, € |-L+00] et X, € |-L+0[ X #X,
Donc X >-1 et X, >=1 Donc X +1>0
et X,+1>0 Donc (X +1)(x,+1)>0

9(x)-9(x)=

Donc T (%;;%,) = =0 sur | =]-o0;]

>0 sur J = |-1;+oof

_ 1
Donc T (X;;X, ) = (D)

D’ol : g est strictement croissante sur J = ]—1; +oo[

c) Résumé : tableau de variation :
r |—oo0 —1 400

flz)l 7/

3-3) les variations et la parité :

Propriété : Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle 1 = R* et soit 1’ le symétrique de l'intervalle |
Si f est paire alors :

o f est croissante sur | si et seulement si f est décroissante sur 1’

o f est décroissante sur | si et seulement si f est croissante sur |’

Si f est impaire alors :

of est croissante surl si et seulement si f est croissante sur 1’

o f est décroissante sur | si et seulement si f est décroissante sur 1’

Conséquences :Si fest paire ou impaire alors il suffit d’étudier ses variations sur D, "R™ et en déduire ses

variations sur D,

Exemple : Soit f une fonction tel que : f (x)= il
X

1)Déterminer D, et étudier la parité de f

2)Calculer Le taux d’accroissement T(xl;xz) defentre X, et X, deux éléments de D; tel que : X, #X,
3)Etudier les variations de f sur | =]0;1] puis sur J = [1;+00[

4)En déduire les variations de f sur D;

5)Dresser le tableau de variations de f sur D,
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13



http://www.xriadiat.com/

Réponses: 1) Ona f(X)eR © xz0
Donc: D, =R—{0} =R’

-Pour toutréel x, si x e R*, alors —x e R*

f (—x):—x+i:—x—1:—(x+1]

- —X X X

f(—x)=-f(x)

Donc f est une fonction impaire,

R e R e

2 Xl XZ
X% XXX X XK (X)X (=% ) (X X%, 1)
X, X X, X, X X, X, X X,
T(Xl;xz):(xl‘xz)(xixxz‘l)x 1 _xxx%-1
X X% X=X XXX

a)Sur 1 =]0;1] Soient X, € ]0;1] et x, €]0;1]
Donc 0<X <1 et0<X,<1 X,+1<0 Donc 0<XX,<1 et X, #X, Donc ¥X,—1<0 etona
0 < X,X, Donc T(&;Xz)z%zx:l<0
Dol : f est strictement décroissante sur | :]0;1]
b) Sur J =[1;+o0[ Soient X, [L;+oo[ et X, €[1+o0]
Donc X 21 et X,21 Donc XX, 21 et X, #X, Donc XX, =1 cest-a-dire: XX, —1>0
Etona: 0<XxX,
X%l g
X XX,
D'oui f est strictement croissante sur J =[1;+o0[ .

Donc T (X,; X, )

3) f est impaire et le symétrique de | =]0;1] estintervalle 1'=[-10[ etle symétrique de J =[1;+o0[ est
lintervalle J'=]—o0;-1]

Donc : f est strictement décroissante sur |
Donc f est strictement décroissante sur 1’
f est strictement croissante sur J

Donc f est strictement croissante sur J’

5) le tableau de variations de f sur D;

T —0 —1 0

1 +oo
Variati )
wrw | /O N

1
f =1+=-=2
(x)=1+

f(—l):—l—%:—z

5) Les variations des deux fonctions : of et f+a
Propriété : Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle | et o ¢ R*
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15
eSi o  R** alors les fonctions f et af ont les mémes variations sur |
eSi o < R* alors les fonctions f et af ont des variations opposées sur |
of et a+f ontles mémes variations sur |
Exemples :

1)soit la fonction définie sur[O; +00[ par: g(x)= g

On sait que la fonction  f : x —>% est décroissante sur [0;+00[ et puisque 6 > 0donc la fonction g =6f est aussi
décroissante sur [0;+o0]

2)Soit f et g les fonctions numériques :  f (x) =x’ et g (x)= _%xz D; =D, =R

h(x)= —% x*+5

Onaa= —% ~< 0 Donc alors les fonctions f et g ont des variations opposées sur R

g eth ont les mémes variations sur R

T |—o00 0 100 x —0o0 () +oo T —0o0 0 +oo
=

f(z) +OC\O/+OO g(x) /T\ h(x) /T\

6) Comparaison deux fonctions (fonctions positives et négatives)

Fonctions majorées ; minorées et bornée :

6-1) Comparaison de fonctions

Définition 1 : On dit que deux fonction f et g sont égales si et seulement si : Elles ont méme ensemble de définition :

D; =D, etPourtout X € D; : f(x) = g(x)

Onécrit: f =g
Exemple : Les fonction f et g définies respectivement par : f (x)= x-1 et g(x)—x—_1
' ' X+3 JXx+3

Sont-elles égales ?
Réponse :Déterminons leur ensemble de définition :

X_:lg >0 et x—1#0 donc ce qui donne D =]—o0;—3[ U[L; 0]
X+

Pour g, on doit avoir x—1>0et x+3>0 ce quidonne : D, =[1; +oo[

Pour f, on doit avoir :

Onadonc D, # Dg . Les fonctions ne sont donc pas égales.
Onécrit: f=g
On remarquera cependant que sur [1; +oo[ ;onaf(x)=g(x)

6-2) Définitions : Soit | un intervalle et soient f et g deux fonctions définies sur I.
On dit que :

1)f est inférieure & g sur | lorsque : f (X)<g(X)pourtout xe1.Onnote: f <g Surl,
2 )f est positive sur | lorsque : f(x)>0pourtout xeI.Onnote: f >0surl.

3)f est majorée sur | lorsqu'il existe un réel M tel que : f (x)<M pour tout X |

4)f est minorée sur | lorsqu'il existe un réel m tel que : m< f (X) pour tout X € |

5)f est bornée sur | lorsquiil existe des réels Met m tels que : m< f (X)<M wxel .
(f est majorée et minorée)
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16
Interprétation graphique :1) f (X) < g(X)pourtout x e I si et seulement si : La courbe (C,) delafonction g

est au-dessus de La courbe (C; ) de f surlintervalle! .

2) f(x)>0pourtout x e | sietseulementsi: La courbe (C; ) delafonction f estau-dessus de 'axe des

abscisse sur l'intervalle | .
6-3) Exemples :
Exemple1 : Soient f et g les fonctions numériques tel que : f (X)=x+1et g(X)=X*+X+2

Comparer les fonctions f et g
Solution: D; =D, =R

g(x)—f(x)=x*+x+2—-(x+1)=x+1>0 vxeR
Donc: f(X)<g(x) WxeR donc f <g
Exemple2 : Soit f et g les fonctions numériques tel que : f (X): Xet g(x):%

Comparer les fonctions f et g
X+l

\/X—2

1+3x°
et g(x):T

Exemple3 : Soient les deux fonctions :  f (x)

- Ona f(X)eR ssi VX eR et x0
Or on sait que x* >0 donc \/X_ZER pour tout x e R
Alors f(x)eR sietseulementsi: x=0 donc D; =R’
- Ona g(x)eR sietseulementsi: [x#0 ssi x=0
Donc D, =R’
Alors :D;=D, =R"
On sait que \/x_zz\x\ et 3x?+1=1+3x* donc f(x)=g(x)
Donc finalement : on a trouvé que : D; = D, = R* et f(x)=g(x)
Donc : f=g.
X — X

Exemple4 : Soient les deux fonctions : h(x)=2— et t(x)=x-1
X

- Onah(x)eRssi x#0 donc D, =R’

- Ona t(x) estun polynéme donc D, =R

Exemple5 : Soit f la fonction numérique tel que : f(x)=%

Etudier le signe de le fonction f

Solution: 4x* -1#0 x¢_%et x;,:%

Donc: p :R_{_l,l}
' 2'2
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a —00 -1 —3 : 2 400
Jr+1 — - Jl + + +
2—1a + + + + () -
21 — - - 0+ +
2x+1 - + + + +

(Fr41)(2=rx)
|_ +,J'“' I B n [[l B n [r B
da?-1

3

f(x)SO si et seulement si : XE]—@;—%[U[—%;%[U[2;+OO[

Exemple6 : Soit f une fonction numérique définie sur R par: f (X)=—x*+x

3 2

f(x)ZO si et seulement si : X€j|—%;—lj|u:l%;2j| donc f >0 vXe}—%;—l}uF;z]

Démontrer que f est majorée sur IR .
Solution : On met la fonction sous la forme canonique :

(%) ==X +x=—(¥’ "X):_[[X"%j‘%JZ‘(X‘%I*%

_ 1Y 1 1 01, _
Ona: —| x—=| <0 donc —| x—= +—s-cest-a-d|re.f(x)s o WXxelR
2 2 4 4

N

La fonction f est donc majorée sur R par M :%

Exemple7 : Montrer que la fonction g définie sur R par: g (x) =4sin X —3 est Bornée.

Solution: Ona VxeR —1<sinx<1 donc 4<4sinx<4
donc 4—-3<4sinx—3<4-3

donc —7 < g(x)<1 parsuite : g estdonc bornée sur R .
1
x*+1

Exemple8 : Soit f une fonction numérique tq :  (x)=

1) Déterminer D,

2) Démontrer que f est majorée sur R .
3) Démontrer que f est minorée sur R . Conclure

Solution :1) D, ={x eR/x*+1=0}

x? +1=0 < x? = —1 Pas de solution dans R
Donc:D; =R

2)ona vxeR X 20 donc x’+1>0+1

<1

Donc X2 +1>1 alors: —
X +1

Donc: f(Xx)<1 parsuite fest donc majorée sur R par M =1
2)Ona vxeR x’20 donc x?+1>0+1

Donc x?+1>1 alors: x*>+1>0
Prof: atmani najib http://www.xriadiat.com
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Donc: 0< f(x)
Par suite :f est donc minorée sur R par m=0
Conclusion: 0<f (x)<1 wxeR

f est donc bornée sur R .

Exemple9 : Soit f une fonction numérique tq : f (X) = w
X +3x+3

1)Déterminer D;
2) Démontrer que f est minorée par 1.
3) Démontrer que f est majorée par g .Conclure
Solution :1) D; ={xeR/x* +3x+30}

A=-3<0 Pas de solution dans R donc p, =
2) Soit VxeR

N+ Tx+7 2X2+7X+7—1(X2+3X+3) X2 +4x+ 4
f(x)-1- X*+3x+3 = X*+3x+3 X2 43x+3
(x+ 2)2
f (X)—1: m or x* +3x+3>0 car A=-3<0(signe de a=1)

Etona: (x+2)">0donc f(x)21 wxeR
f est donc minorée sur R par m=1

2) soit VxeR
2 2
f(x)_ZZZX2 +7x+7_Z: X <0
3 x?+3x+3 3 3(x2+3x+3)

Par suite f est majorée par % .

Conclusion : 1< f(x)s% vxelR

f est donc bornée sur R .
x-1

Exemple10 : Soit f une fonction numérique tq : f(X)=2— avec meR

X"+ X+m

1) Déterminer les valeurs de m pour que p, =R

1
2) Soit g la fonction numérique tel que : 9 (X) = X2 déterminer les valeurs de m pour que VX e {—2;1} ona:

f(x)=9(x)
Solution :1) D, =R < VxeR:x* +x+m=0

X2+ X+m%=0 <> A=b?—4ac=1—4m—<0 <> m>%

x-1 1
2) f(x)=g(x) vxe{-21} & e ram x22
& (X=1)(X+2)=X*+X+MES x* +x—2 = %% + Xx+m
f(x)=0g(x) vxe{-21} & 2=m
7) Les extremums d’une fonction numérique
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7-1)) Définitions :

P @
/o ]
\ fig08
L l A L LY —
T T T | ——
: oy 0 \wu b
\ o
miaths — inter \ ,’f m
Tufi” miaths — inter

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert /et soit a €
> Direque f (a)estune valeur maximale defsur | (ou f (&) estun maximum de fsur | ) si et seulement si :

pourtout: xel ; f (x)<f (a)
> Direque f (a)estune valeur minimale de fsur | (ou f (@) estun minimum de f sur | ) si et seulement si :

pourtout: xel ; f (x)=f (a)
7-2) Exemples d’applications :
1° Soit f une fonction numérique tel que: f (x)=5x*+3 D; =R

Onapourtout X eR x2>0
Donc 5x 2 >0 car 5>0

Par suite 5x > +3>3 etona f (0)=3

Donc : pourtout X e R f (x)=f (0)

Dot :f (0)=3 est un minimum absolu de f sur R

2° Soit g une fonction numériquetq: g (x)=—4x*+1 D, =R
Onapourtout X e R x2>0 Donc —4x2 <0 car -4<0

Par suite —4x 2+1<1 etona g(0)=1

Donc : pourtout X e R g (x)<g(0)

Doti:g(0)=1 estun maximum absolu de g sur R
7-3) Exemples :
Exemple1 : Soit f une fonction numérique tq :  f (X )=—4x*+4x +5

1)a) Montrer que f (x )=6—(2x —1)2 pourtout X € R
b) Montrer que : f (X )<6 pourtout X € R

2) Calculer : ¢ (1j et en déduire les extrémums de f sur R
2

Réponses:1)a)Ona D; =R

6—(2x—1)" =6—(4x" —4x+1) =6 4% + 4x—1=—4X* +4X +5
Donc: f (x)=6—(2x —1)2

b) Doncpourtout X € R ona (2x —1)2 >0

Par suite —(2x —1)2 <0 donc 6—(2x —1)2 <6

Donc pourtout X e R f (x)<6
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1 1Y 2
2)Ona f|=|=6-|2x=-1| =6-(1-1)"=6
2 2
Ona:pourtout X €R : 6—(2x —1)236 alors f (x)<f [%j

1
Donc f (Ej =6 est un maximum de fsur R

Exemple2 : Du tableau de variationon a :

X 5 2 2 5
. 5 2

Le nombre 2 est une valeur maximale de f au point X, = 2

Le nombre 0.5 est une valeur Minimale de f au point X, = —2
Exemple3 : Soit f une fonction numérique tq : f (X) =—x"+4x-3

Montrer que 1 est le maximum absolu de f sur R
Solution: p, =

Montrons donc que : f () <1 et que l'équation f (x)=1 admet une solution dans R
f(x)-1=-x*+4x-3-1=-x"+4x-4

f(x)—1=—(X"—4x+4)=—(x-2)"<0

Donc: f(X)<1wxeR etona: f(x)=1 f(x)-1=0—(x-2) =0 x=2
Donc "équation f (x)=1 admet une solution dans R

Etona: f(2)=1 donc: f(x)<f(2) vxeR

Donc : f (2) =1est le maximum absolu de f sur R

2x2 +3

X*+1

Exemple4 :Soit f une fonction numérique tq : ( x) =

1)Déterminer D;

)
2) a) Démontrer que f est majorée par 3.
b) est ce que 3 est une valeur maximale de f ?
3) a) Démontrer que f est minorée par 2.
b) Est ce que 2 est une valeur minimale de f. ?

Solution :1) D, ={x eR/x*+1=0}
x? +1=0 < x* =—1 Pas de solution dans R donc p, =r
2 2
o3, 20433041 2043303

i - f(x)-3 3=
2)a)soit VxeR ; ( ) 11 N Z+1

2

—X
f(x)-3=
Donc (X) 21

<0 parsuite f(x)<3 wxeR

f est donc majorée sur R par M =3
b) On remarque que : f (0)=3 donc: f(x)<f(0) wxeR
Donc 3 est une valeur maximale de f
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2043 2¢+3-2(X*+1) 2% 43-2¢* -2
X+l X +1 - X +1

2)a)soit xeR ; f(x)—2

1
Donc f (X)-2=— 1>0 par suite :0< f (X) ¥xeR

X"+
Par suite f est donc minorée sur R par m=2

b) On remarque que : f(X)>2 ¥xeR

2 n’est pas donc une valeur minimale de f
Conclusion: 2< f(x)<3 wxeR

f est donc bornée sur R .

Exemple5: Soit f une fonction numérique définie sur ]1; +00[ par: f (x) =

1) Etudier le signe de f

2
2) a) Démontrer que f est majorée par ik

2
b) Est ce que T est une valeur maximale de f ?

()
Coxl (x-1)(Vkele2)

Solution :1) soit X & Jl;+oo[ ; f(x)

f(x)= x+1-2 _ x-1
(x-D)(V+14+2) - (x-2)(Vx+1++2)
1

f(x)=m>0

Donc f(X)>0 si e JL;+o0]

N7

2) a) XE]1;+OO[ montrons que f(X)ST

Soit X € [1;+o0[ donc x =1 cad x+1> 2

Donc : \/X+1>\/§ alors : \/X+1+\/§>2\/§

1 1
D : <
N Xiliv2 22
2

Donc: f(x)=< " VX € [1; +oo

f est donc majorée sur R par M =3
Conclusion: 2< f(Xx)<3 wxeR

b) On remarque que : f (0)=3
Donc: f(X)<f(0) wxeR
Donc 3 est une valeur maximale de f

2
f est donc bornée sur [1;+oo[ par n
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22
b) Puisque f (x) % Vx € [1; +oo]

2
v N'est pas une valeur maximale de f

Jx =2
Jx+2

Exemple6 : Soit f une fonction numérique définie sur ]1; +00[ par: f (x) =

1) Déterminer D;

2) Démontrer que —1 est la valeur minimale de f
3) Démontrer que f est majorée par 1 et est-ce que 1 est une valeur maximale de f ?

Solution :1) D, ={XER/&+2¢0etxzo}={XGR/J§¢—2etxzo}
Donc / D, =[0; +o0[

2) Montrons que : f (X)>—1 et que I'équation f (x)=-1 admet une solution dans TR *

&—2+ 24x

f(x)=(-1)=f(x)+1= 1= >0
(0-(9)=r(xr= 2 1= 2
Donc f(X)>-1vxeR" etona:

f(x)=-1l f(x)+1=0< 2 =0<x=0

\/§+2

Donc 'équation f (X)=—1 admet une solution dans R*
Etona: f(0)=-1 donc: f(x)>f(0) vxeR
Ontditque f(0)=-1 estle minimum absolu de f sur R*

=\/;_2—1= 4 <0
\/§+2 \/§+2

3)Soit xeR*  f(x)-1

Donc f(X)<1 vxeR*

Donc : fest donc majorée sur IR™ par M =1
Et puisque f (x) =1 n'admet pas de solution dans R*
Donc 1 n’est pas une valeur maximale de f

f est donc bornée sur [1;+o0] par 72
b) Puisque f () ig VX € |L;+oo

2
v N'est pas une valeur maximale de f

Exemple7 : Soit f une fonction numérique tel que : f (X)=x*—2x+3

1)a) Démontrer que f est minorée.

b) Est ce que f admet une valeur minimale ?
2) Démontrer que f est non majorée.
Solution: p, —r

1)a) f(x)=x*—2x+3=(x"—2x+1)+2=(x-1) +2
Donc f(x)-2=(x-1)">0
Donc: f(X)>2 ¥xeR donc que fest minorée par 2etona: f(1)=2 donc: f(x)> f (1) vxeR
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Donc : f admet une valeur minimale c’est 2
2) Démontrons que f est non majorée.

Supposons f majorée donc: IM e R: f (X)<M vxeRR
S VxeR:(x-1)"+2<M = xeR:(x-1)"<M -2

& VXER:,/(X—l)2 <~'M =2 (on peut toujours supposer M > 2

o VxeR:|x-1<JM -2

Doncona: /M -2<x-1<J/M-2 VXxeR

Doncona: —/M -2 +1<x<+/M—-2+1 VXelR absurde

Donc f est non majorée

8) Etude et représentation graphique des fonctions x ——ax * +bx +c

8-1) Résumé : f(x)=ax’+bx+c eta=0

1° Dans le repére (o; i; T) la courbe (C, ) c'est une parabole de sommet W (; ) et d'axe de symétrie la droite
X=a

2° Les variations de f

Sia>0
x —c0 —;—a +co
(= \j[_%)/
\:
(2
o _&
Za
Sia<0
x —0 _Ei e
i
7 (-]
| Z -
/ Zex \

&
(-2l
27N 3
i / B

2z
2-2) Exemples :1) Soit f une fonction numérique
telque: f (x)=2x*—-4x -2
Ona f estune fonction polynéme donc D, =R
Onaa=2etb=—4etc=-2(f (x)=ax’+bx +c)
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Donc — 2 =% _1 et (f (1)=2-4-2=-4)
2a 2x2
Pour tout réel x € R on peut écrire sous la forme :
b ) A 2
f(x)=a|x+— | —=2(x-1) -4
( ) ( Zaj 4a ( )

Soit W (1;—4) Donc dans le repére CHL: courbe (C; ) c'est une parabole de sommet W (1;—4)

et d'axe de symétrie la droite X =1
Tableau de variations de f
Onaa=2>0donc:

o — OO 1 —+oo

f(x) \ 4/

;—4)
2° Soit g une fonction numeérique tel que: g (x )= —%x Z4+2x +1

Ona: g est une fonction polynéme donc Dg =R
Ona a=—% eth=2etc=1(g(x)=ax’+bx +c)

Donc -2 —2 et p—_ A __4+2_
2a

—=3
4a -2

Donc pour tout réel x € R on peut écrire sous la forme : g (x ) = a[x +—

[g (2):—%(2—2)+3:3)
Donc : dans le repere (o; i T) la courbe (C o ) c’est une parabole de sommet W (2;3) et d’axe de symétrie la droite

X =2
Tableau de variations de f

Onaa:—%<0 donc :

xT — o0 2 +-co

f(x) /3\
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9) Etude et représentation graphique des fonctions homographique : x

9-1) Résumé et propriété :1) Soit f une fonctiontq : f (x )= ax +3
cX +
d
Ona: f(X)ER ox+d 20 & x ;é_d_ donc: Dy :R_{_E}
c
Dans le repére (o;T;T) :(Cy)
d a
respectives X=——et Y=—
C C
. . a b
liércas:si A= =ad-bc>0
c d
Tableau de variations de f :
S (x) 7 el
a b
2iércas:si A= =ad-bc=<0
c d
Tableau de variations de f :
x | —oco —9 4oo
EINAC Y N
Exemple1: Soit f une fonction numérique tq:  f (x )= 2x +11
X —

ona f(x)eR ©x-120 © x#1

Donc D; =R—{1} ; A=i

1
]J=—2—1=—3<0

2x +1
X —1

e Donc le tableau de variations de x ——»
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CI N N

Représentation graphique

(Cf ) est 'hyperbole de centre W (l; 2) et d'asymptotes les droites d’équations respectives x =1 et Y = 2

-2
1

—
[]

112
-1 9

NN QO
~

NP

x=1

-20.

Exemples2: Soit g une fonction numérique tel que : g (x )= _X2
X —

Ona:g(X)eR ©x-2£0 ©Xx #2
Donc D, =R—-{2}

-1 0
1 -2
¢ Donc le tableau de variations

A= =2>0

T —o0 2 4o

S(x) et yal

Représentation graphique

(Cf ) est 'hyperbole de centre W (2;—1) et d'asymptotes les droites d'équations respectives x=2 et ¥ = -1

-1 10/1/2{3]4| 5

-1/3]10]1 -31-2|-5/3
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4

5

10) Etude et représentation graphique de la fonction polynéme : x —— ax®
Exemple : Soit f une fonction numérique définie par: f (x) = %x3
1) Déterminer D,

2) Etudier les variations de f et dresser le tableau de variation
3) Tracer la dans le repére (o;T;T)Ia courbe (C; ) de f

Solutions : 1) p, —=xcr

2)soient x, e ret x, erRtg Xy <X,
1 1
Donc: X <X,° Donc: fo <X

4
Donc: f (%)< f(x,)

Donc f est strictement croissante
Tableau de variation

f(x) | 65|-2|-14]0[14]|2]|65

Prof: atmani najib http://www.xriadiat.com
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11) Etude et représentation graphique de la fonction : X—f>\/a+_X
Exemple : Soit f une fonction numérique définie par : f (x) = Jx+2

1) Déterminer D,

2) Etudier les variations de f et dresser le tableau de variation

3) Tracer la dans le repére (O;T;T)Ia courbe (C; ) def.

Solutions : 1)D; ={x eR/X +22>0}={x e R/x > -2} =[-2,+]
2)soient X, €[-2;+o0[ et X, €[-2;+o[tel que : Xy <X,

Donc: X, +2<X,+2

Donc: X, +2 <X, +2

Donc: f (%)< f(x,)

Donc f est strictement croissante
Tableau de variation :

0
FO)l 0| 1| 42]2]3

€T —2 +o0

|

12) Fonction Partie entiere

12-1) Définition : Soit X e R

La partie entiere de X est le plus grand entier relatif inférieur ou égala X .
Notation : La partie entiére de X est maintenant notée : E(X) ou[X]

Exemples : E(4.2)=4 ; E(-3.26)=—4 ; E(v3)=1 ; E(;jzo

2 f

12-2) Propriété :1) VxR ; E(X)<x<E(x)+1

Prof: atmani najib http://www.xriadiat.com
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2) vxeZ; E(x)=x

3); E(X)=x© xeZ

Un nombre x est entier si et seulement si ; il est égal a sa partie entiére
4) vpez ; VxeR E(x+p)=p+E(X)

Exemples :1) Déterminer : E(7)

1) Déterminer : E(3+%j sineN"—{1}

Solutions : 1) Ona: 3<7~<3+1 donc E(7z)=3

2)ona: nx>2 alors: 031<1 donc : E(EJ:O
n n

E(3+lj=3+ E(lj:3+0=3
n n

12-3) représentation graphique de la fonction : x i E ()

2)Soit keZ ;si k<x<k+lalorsE(x)=k

Donc : Voici la courbe représentative de la fonction partie entiére :
v 4

[
e
[N ]
-
53]
g
=

13)La composée de deux fonctions

29

13-1) Définition : Soit la fonction définie sur 'ensemble | et g la fonction définie sur 'ensemble J tel que :

vxel f (X) el

La composée des deux fonctions f et g est la fonction notée : go f définie sur | par :
(9°1)(x)=9(f (x)) vxel

On peut alors faire le schéma suivant: x — f (x)=y —>g( f (x))=z

13-2) Exemples

Exemple1 : Soit les fonctions f et g tel que : f (x) =x2—2x+3 et g(x)=2x+1
Déterminer: gof et fog

Solution: Ona: D; =R et D, =R donc D =R et D;,, =R

(9o f)(x)=a(f(x))=g(x2-2x+3)=2(x2—2x+3)+1
(gof)(x)=2x2-4x+7
(fog)(x)="f(g(x))=f(2x+1)=(2x+1)2-2(2x+1)+3
(fog)(X)=42+4x+1-4x—2+3=4x2+2

Remarque :1) La composée de deux fonctions n’est pas commutative c.-a-d. go f = fog
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2)3oit D, et D, les ensembles de définition des fonctions f et g.
D, ={xeR/xeD, et f(x)eD,]

Exemple2 : Soient les fonctions f et g définies par:  (X)=3x+4 et g(x)= 1

X+1
1) Déterminer D,
2) Déterminer : (g f)(x)
Solution : 1) D, ={x € R/x e Dyetf (x) € D, }
Ona D; =R et D, =R—{-1} donc D, ={xeR/x e Retf (x) # -1}
fX)=-1< 3x+4=—1<:>3x=—5<:>—§=x
Donc: D, :R—{—g}
5
2)0na: D, =R et D, =R—{-1} et D,, :R—{—g}
1
Of X)= f X)) = 3X+4 =
(g°1)(0=0(1 (x))=0(3x+4)=——
1
of X)=
(g )( ) 3Xx+5
X X+3
E le3 : Soient les fonctions f et g défini c0(X)=——c¢6t f(X)=—
xemple3 : Soient les fonctions T et g définies par g( ) 12 et f(x) 1
Onpose : h(x)=(g° f)(x)
1) Déterminer D, 2) déterminer : h(x)
X+3
3) Soit la fonctions k définie par : k(X)= 315
Les fonctions het k sont-elles égales ?
Solution:1)Ona: D, =R-{-1} et D, =R—{-2}
D,. :{XGIR/XEDf et f(x)eDg}z{xGR/x;t—let f(x) = -2}
f()=20 3 20 2(x41)=x+3e 3x=5ox=—2
x+1 3
. 5,
Donc: D, ; =R- —5,—1
X+ 3 X+3 X+3
_ _ A [XF3) . x+1 x+1 _ x+1 _ X+3
() =(0- )0 =0(10)=0 317 | =231 = e ez ~ 355 ~ v 6
x+1 Xx+1 x+1
Donc: h(x)= x+3
3X+5
3)Les fonctions het k ne sont pas égales car ils n'ont pas le méme ensemble de définition :
Dh=R—{_§;_1} et Dk:R_{_E}
3 3
Exemple4 : Exprimer les fonctions suivantes a l'aide de fonctions élémentaires :
1)h1(x):ﬁ 2) h,(x)=Vx13 3 hy(x)=3Jx+4
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Soluion : ) (x) =z Ona: h(x)=(ge 1)(x) avec f(x)=3x—Let g(x)="

2) h,(x)=+/x+3 ona: h,(x)=(gef)(x) avec f(x)=x+3etg(x)=+/x
3) hy(x)=3Vx+4 ona:h(x)=(gof)(x) avec f(x)=+x et g(x)=3x+4

13-3) Variations d’une fonction composée
Théoréme : Soit une fonction f définie sur un intervalle | et une fonction g définie sur f (I).

=> Si f et g ont méme variation respectivement sur | et f (1) alors la fonction g o f Est croissante sur I.

=> Si f et g ont des variations opposées respectivement sur | et f (1) alors la fonction g o f est décroissante sur I.
Remarque : Il peut étre intéressant de décomposer une fonction en fonctions élémentaire
Exemple1: Soit fla fonction f définie sur un intervalle[0; +oo[ tel que: f (X)=-5x2+7

On va décomposer une fonction en fonctions élémentaire : v(x) =-5x+7 et U (X) = X2

La fonctions f =vou

La fonction U est croissante sur [0;+oo[ et U(X)=X2e[0;+00[ et V estdécroissante sur[0;+oo|
Donc d’aprés le théoréme des fonctions composées, f =Vvou est décroissante sur [0; +oo[
Exemple2 :Soit la fonction h définie sur ]-o0;1] par h(x) =+/1-x

1) Décomposer h en deux fonctions élémentaires.
2) Déterminer les variations de h.
Solution :1) La fonction h se décompose de cette fagon h=go f

Onaalors: f(x)=1-xet g(x)= Ix

2) On sait que :

=> f est décroissante sur |-o0;1]

=> g est croissante sur f (]-o0;1]) = [0;+oo]

Donc La fonction h décroissante sur ]—oo;l]
On a alors le tableau de variation suivant

X - 00 -1

+ 00

h(x) \
0

14) Fonctions périodiques :

Définition : On considére une fonction réelle f dont on note D I'ensemble de définition.

On dit que f est périodique de période T si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

a) VvxeDona x+T €D

b) vxeDona f(x+T)=f(x)

et la période de f c’est le plus petit réelle strictement positif qui vérifie les conditions

Exemple de fonctions périodiques :

1)Une fonction constante sur R est périodique ; tout réel non nul en est une période.

2) les fonctions sinus et cosinus sont périodiques de période T =27 et la fonction tangente est périodique
de période T =7

. 2
3) La période des fonctions : f : X —cos(ax) et f:x—>sin(ax) a=0estT = ?”

Exemple1 : Montrer que la fonction f : X — X—E () est périodique de période 1.

Solution: D, =R

a) VXelR ona x+1leR
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b) VX e R ona:

f(x+1)=x+1-E(x+1)=x+1-E(x)-1=f(X)
L'application f est donc périodique de période 1.
Exemple2 : Quelle est la période des fonctions suivantes :1) f : x —>sin(4x—-1)  2) g: X — cos(5X)

3) Trouver une fonction de période T :%

Sqution:1)T:2—”=2_”=£ 2)T=2—7T
a 4 2 5

, 87
3)Une fonction est.h : x = COS(? X)

Remarque : La périodicité permet de réduire I'étude des variations d'une fonction a un intervalle de longueur égale a la
période

Donc pour tracer la représentation graphique d'une fonction T-périodique, il suffit donc de construire la courbe sur un
intervalle de longueur T puis de translater autant de fois que nécessaire.

Exemple3 : Observons une courbe représentative de la fonction cos:ona T =27 et sur [—72’; 7z] dont la longueur
est égale a 2 La courbe se répéte tous les T =27

Exemple4 : courbe représentative de la fonction sin :

WA A
NN

Exemple5: Soit f une fonction numérique définie sur R et périodique de période T =2
Telque: f(x)=2x-x* vxe[0;2]

7

1)Tracer la représentation graphique de la fonction sur [—2;8] dans un repére (0; f; T)

2) Calculer: f(4.1); f(-3.5); f(265.11)

3) Donner l'expression de : f (X)=2x—X* surles intervalles : 1, = [2k; 2(k +1)[ keZ
Solution : Dans lintervalle 1, =[0;2[ona f est une fonction polynéme donc D, =R

Onaa=-letb=2 etc:O(f (x )=ax " +bx +c)

b -2
e f(1)=2-1=1
Donc 22~ 2x(-1) et ( (1) )

Donc la courbe (C, ) c'est une portion de parabole de sommet A(1;1) et d'axe de symétrie la droite x =1
Pour Tracer la représentation graphique de la fonction sur [—2; 8] il suffit de Tracer la représentation graphique de la

fonction sur 1, =[0; 2] et utiliser les translation 2ki avec k € Z
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1 2 3 B3 5 5 4 = =] 10

2) Calculons : f(4.1)=f(2+21)=f(2.1)=f(2+01)=f(0.1) f(4.1)=2(0.1)-(0.1)" =0.19
f(-35)=f(-4+0.5)=f(05) et f(-35)=2(0.5)-(0.5)"=0.75

f(265.11)= f (2x132+1.11)= f (1.11) et f(1.11)=2(1.11)—(1.11)" ~0.98

3) L'expression de : f (X)=2x—X* surles intervalles : I, = [Zk; 2(k +1)[ keZ

xel, =[2k;2(k+1) <2k <x=<2(k+1)

xel, ©0<x-2k<2< f(x-2k)=f(x)

xel, & f(x)=2(x-2k)—(x—2k)" avec k£§-< k+1cad k = E(gj

15) Applications : Position relative de courbes, interprétation graphique d’équations et d’inéquations

Le but de ce chapitre est de pouvoir déterminer par le calcul, entre 2 courbes, quelle courbe se situe au- dessus de
l'autre et sur quel(s) intervalle(s). Il te permettra d’interpréer ensuite, dans des problénes plus concrets, des
situations liées "a la physique, la chimie, I"économie, ?

1) Position relative de deux courbes et intersection

Soient (C, ) la courbe représentative de f et (C o ) la courbe représentative de g.

On peut établir les relations suivantes :

M(x;y)e(C;) oy=Ff(x)e M (x;y)e(Cg) <y =g(x)
Aux points dintersection de (C, )etde (C,),onaM e(C, et M «(C,)
Donc: f (x)=g(x)

A retenir :

» Les solutions de 'équation f (x ) =g (x )sont les abscisses des points D'intersection de (C, ) et de (C . ) :
e Les solutions de I'inéquation f (x (x ) sont les abscisses des points de (C, )situées au-dessus de (C ] ) .
(x ) sontles abscisses des points de (C, )situées au- dessous de (C, )

(x)=g
» Les solutions de I'inéquation f (x)<g
(x)=m

Un cas particulier : équation f etinéquation f (x )>m
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» Les solutions de 'équationf (x ) =m sont les abscisses des
points d'intersection de (C, )avec la droite d'équation y =m N
y=m

» Les solutions de l'inéquationf (x ) >m sont les abscisses des /
points de (Cf )situés au-dessus de la droite d'’équation y =m . /

2) Quelques exercices d’application :

Exercice1 : Soitla courbe (C, ) représentative de ftelleque f (x )=x°—4x*+3 etladroite (D)
d'équation y =—x -3

1) Résoudre graphiquement 'équation f (x ) =3puis lnéquation : f (x )< 3.

2) Résoudre graphiquement I'équation f (x ) =0 puis néquation :f (x )>0

3) Résoudre graphiquement I'équationf (x )=-x —3 puis lnéquation : f (x )<-x —3

A

Réponses : 1) f (x ) =3 I'ensemble des solutions est 'ensemble des antécédents de 3: S = {0;4}
f(x)<3 < S=]-04

2) f (x )=0 r'ensemble des solutions est I'ensemble des antécédents de 0: S ={a;L;b}

Avec —1<a~<-05 et 3.5<b <4

f(x)20 < S =[al]u[b;+o]

3)f (x)
Donc: S ={-1,2;3}

—X —3Les solutions est 'ensemble des abscisses des points d'intersection de (Cf ) etdeD:y=-x-3
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f(x)<—Xx-3 < S =]-0;-1]U[2;3]
Exercice2 : Soient f et g les deux fonctions définies sur R par: f (x )=x2-3x —4 et g(x)=3x +12

1) Tracer Les courbes (C, ) et (C, )

2) Résoudre graphiquement et algébriquement 'équation f (x )=g (x )

3) Résoudre graphiquement et algébriquement 'inéquation f (x )>g (x )

4) Trouver les points d'intersection de la courbe (Cf )avec les axes du repere

Réponses : 1) Les courbes représentatives (C ) (en rouge) et (Cg) (en bleu) sont données dans le repére ci-

dessous

() e

2) a) Résolution graphique de 'équation f (x )=g (x)
Il suffit de chercher les abscisses des points d'intersection des courbes (C, ) et (C g )

Onadonc x =—2 et x =8 donc S ={-2;8}

b) Résolution algébrique de I'équation f (x )=g (x)

f(x)=g(x) ©x?-3x-4=3x+12 < x’-6x-16=0 a=1eth=-6 et c=-16
A=h?—dac =(-6)" —4x1x(-16)=36+64=100=(10)" >0

~(-6)-+100 6-10 -4

Xi:—b+«/X et Xzz__b_‘/K donc : Xl:_("G)“lOO:G*lO:E:g et x,= =2
2a 2a 2x1 2 2 2x1 2 2
Donc :S ={-2;8}

3) a) Résolution graphique de I'inéquation f (x )>g (x ) :

La courbe (C, ) estau-dessusde (C, ) si X e |-o0;—2[ ]840
Donc S = |-o0;—2[ U ]8; +oo[

b) Résolution algébrique de I'inéquation f (x )>g (x ) :
f(x)=g(x) ©x*-3x-4>3+12 < x*-6x-16>0
Lesracinessont: x, =8 et x,=-2

T —0C -2 8 +o0
22—6r-16]  + 0 — 0 +
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36
Donc S = ]—o0;—2[ U ]8;+oo[

a) Intersection de la courbe (C, ) avec l'axe des abscisses :
Les points d'intersection C et D de la courbe (C, ) avec I'axe des abscisses ont leurs ordonnées nulles, et leurs

abscisses sont les solutions de I"équationf (x )=0.

f(x)=0 < x*-3x-4=0 a=1etb=-3¢etc=—-4
A=b?—dac = (-3)° —4x1x(~4)=9+16=25=(5)° >0
(3% _3+5_8_ —(-3)-25 _

4etx:

=-1
! 2x1 2 2 2 2x1

_2
2
Donc : les points d'intersection de la courbe (C, ) avec I'axe des abscisses sont :C (—1;0) et D (4;0)
b) Intersection de la courbe (C, ) avec I'axe des ordonnées :
Le point d'intersection de la courbe (C, ) avec I'axe des ordonnées a une abscisse nulle eton a: f (0)=0-3x0-4=—4
Donc : e point d'intersection de la courbe (C, ) avec 'axe des ordonnées est : E (—4;0)
x-1

Exercice3 : Soient f et g les deux fonctions définies sur R par: f(x)=-x*—2x+3 et g(x)= s
+

et (C, ) et (C, ) Les courbes représentatives de f et g.
1) Dresser le Tableau de variations def etde g.
2) a) Trouver les points d'intersection de la courbe (C, )avec I'axe des abscisses.

b) Trouver le point d'intersection de la courbe (C g ) avec l'axe des abscisses.

3) Tracer Les courbes représentatives (C, ) et (Cg )dans le méme repere.

4) a) Résoudre graphiquement I'équation f (x )=g (x )
b) Résoudre graphiquement lnéquation f (x )>g (x)

Réponses : 1) a) f (x) =—x’-2x+3 ona f estune fonction polynéme donc D, =R
Onaa=-leth=-2etc=3(f (x)=ax’+bx +c)

b -2
Donc ~——=—-————=-1 ¢t (f(-1)=4

2a 2><(—l) ( ( ) )
Donc la courbe (C, ) c'est une parabole de sommet A(—1;4) et d'axe de symétrie la droite : x =—1
Donc le tableau de variations de f

£ —os —1 4o

] AN

1)b) g(x)zh ona g(x)eR < x+22£0 < x=-2

Donc D, = R—{-2} A:i

_W=2+1=3>o
2

(Cg) est 'hyperbole de centre W (—2;1) et dasymptotes les droites d'équations respectives x=-2 et y=1
Donc le tableau de variations de g
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€T —oo =2 4

a| S 7

2)a) Intersection de la courbe (C, ) avec l'axe des abscisses

Les points d'intersection C et D de la courbe (C, ) avec I'axe des abscisses ont leurs ordonnées nulles, et leurs

abscisses sont les solutions de I"équationf (x )=0

f(x)=0 < —x*-2x+3=0 A=b’-dac=(-2)° ~4x3x(-1)=4+11=16>0
_(2)+V16 _2+4_6 _(2)-V16

2 —_3ety =
2x(-1) 2 T 2x(-1)

Donc : les points d'intersection de la courbe (C, ) avec I'axe des abscisses sont: A(—3;0) et B(1;0)

b) Intersection de la courbe (C o ) avec l'axe des abscisses :

g(x)=0 @%zO@X—le@le

Le point d'intersection de la courbe (C . ) avec l'axe des abscisses est: C (1; O)
3)Représentation graphique

Les courbes représentatives (C, ) (en rouge) et (Cg) (en bleu) sont données dans le repere ci-dessous

w
)

-4

4) a) Résolution graphique de I'équation f (x )=g (x)

Il suffit de chercher les abscisses des points d'intersection des courbes (C, ) et (C o )
Onadonc x=1 parsuite: S={1}

4)b) Résolution graphique de I'inéquation f (x)> g(x)

La courbe (C, ) estau-dessusde (C, ) si xe]-21]

Donc S =]-2;1].

Exempled : Soit  une fonction numérique tel que : f (X)= VXX =X
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1) Déterminer D,
2) Démontrer que f est minorée.

3) Démontrer que f est majorée par 1 . Conclure

Solution :1) D {x eR/x> O} R*

2) Soit xe R* ona X++/X =X

Donc : 4/x++/x >+/x donc f(X):»\/X+\/;—\/;20

f est donc minorée sur R par m=0

2) Soit xeR*
g T )
T )
X=X Vx

S P 0 A (ﬁﬂl

Si xeR *: i>0 doncl+i>l

N N
Donc/ 1+i >1 c'est-a-dire : 1+i +1>-2
Jx ' Jx
Donc: ———< l
2

1
1
1+—=+1
( Jx J
1 1 N 1
Donc : f(x)<§etona: f(0)=0<5 donc VxeR f(x)<E
Par suite : f est majorée par %

Conclusion : 0 < f(x)<% vxeR".

f est donc bornée sur R™.
Exemple5 : Soit f une fonction numérique tel que : T (X) = X2+ 2x/X +x—4

1) Démontrer que f admet une valeur minimale
3) Démontrer que f n'est pas majorée
Solution : 1) D, ={xeR/x>0}=R"

Soit xeR* ; f(X)=X2+2X\/;+x—4:x2+2x\/;+(\/;)2_4
f(x)=(x+/x)2-4 Cestadie: f(x)+4=(x+x)220
Donc: f (X)+420 donc f(x)=—4 etona: f(0)=—4 donc f(x)2 f(0)

Donc: f (0)=—4estune valeur minimale de f au point X, =0

2) Démontrons que f est non majorée.
Supposons f majorée donc: IM e R: f (Xx)<M VxeR*

S VxeRY :(x+\/;)2—4£M =S VVxeRT :(x+\/§)2£M +4
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S VVXeR X+ \/; <+/M +4 (on peut toujours supposer M >0

2 2
o (e[ {3 ] i
.. 1Y 1
S VxeR™: \/§+E <M +4+Z

o VxeR" WX < /\/M +4+%_%

2
S VxeR™: xs( VM +4+%—%J Absurde
Donc f est non majorée.

Exercice6 : Soient f et g et h les trois fonctions définies par :
6X” +8x+11 2% +3
f(x)= 220 et g(x) =
(x-1) x-1
1)a) Etudie r les variations de g etde h

b) Etudier le signe de la fonction g
2) Montrer que : VxeR—{1}: f(x)=(h-g)(x)

et h(x)=x*+2

3) Etudier les variations de f dans les intervalles : J1;+oo[ ; [—g;l{; }_OO;_ﬂ

2
. 2X+3
Réponses :1)a) g(x)= T iona g(x)eR < x-1£0 < x#1
2 3
Donc D, =R—{1} ; A:‘ JJ:—5<O
1 -

(Cg) est 'hyperbole de centre W (1; 2) et d’'asymptotes les droites d’équations respectives X =1 et Y =2
Donc le tableau de variations de g

Tr |—00 1 +o00

g@)| | N\

1)a) On a hest une fonction polynéme donc D, =R
Donc le tableau de variations de h

x —oo (0 +oo

h(x) \2/

b) Etudions le signe de la fonction g sur R —{1}

T —o0 %"' 1 +oo
2x+3 — fl) -+ —+
l xz—1 — — )+
e L I s
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2)montrons que : VxeR—{1}: f(x)=(hg)(x)
2X+3
(h-9)(0)=(a () =h[ 223
(hog)(x):(2x+3jz+2:4x2+12x+9+22x2—4x+2 =6X2+8X-2+-11
x-1 (x-1) (x-1)
Donc Vxe R—{1}: f(x)=(h-g)(x)

3)Etude des variations de f dans les intervalles :
a) Sur }oo;_ﬂ :0na VxeR—{1}: f(x)=(hog)(x)

Puisque g est décroissante sur :|—oo;—z:| et Vx e }—oo; —g} g(x) e [O; +oo[ et h est croissante sur [0; +oo[

Alors: f =hog estdécroissante sur :|—oo;—2j|

3

40

b) Sur {—g;l[ ; Puisque g est décroissante sur [—E;l[ et Vx e [—g;{: g(x) e ]—oo;O] et h est décroissante

sur |—0;0] alors f =hog est croissante sur [—g;l{

c) Sur [L;+oo[ ; Puisque g est décroissante sur [1;+oo[ et Wx e JI; 400 g(X) € |0; +oo[ eth est croissante sur

]0;+00[ alors f =hog estdécroissante sur Ji;-+oo

Donc le tableau de variations de f :

r [—o0 —3/2 1 4o

o N TN

« C’est en forgeant que I'on devient forgeron »
Dit un proverbe.
C'est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices
Que I'on devient un mathématicien

prof : Atmani najib
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