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Correction : Devoir surveiller n°4 sur les lecons suivantes :
LIMITE D'UNE FONCTION et LA ROTATION DANS LE PLAN
Durée :2 heures

Exerciced : (1,5pts) : Soit la fonction : f: x> ——

x+1
Montrer en utilisant la definition que : lim Flx=0

Solution Montrons que : V&> 03a >0 (Vx€Dyf) 0<|x|<a = |f(x)|<£?

Ona:|f(x)|=

x| : On va ajouter une condition pour pouvoir majorer :

x+1 | +|| |x+l||x|

Soit: xe ll dunc:-l-:x-<l:>—l+l-<x+l-¢l+]:>l-<x+l-:i
z2 2 2 2 2 2 ) 2

<I|t| Si wE]—l 1[
0.

Soit £ 00on cherche a-0telque: O<|x|<a =|f(x)|<e

Donc : !f[x]|

Pour avoir | 7(x)| < il suffit d"avoir 2|x|< £ et |x|< % c'est-a-dire : |x|< ;;et |x|-: L
Il suffit de prendre « le plus petit des nombres : % etzl c'est-a-dire : @ = ml‘[E é)

Donc: Ve=03a=0 {a:inf[%;zl)}ﬂﬂ:hha =|f(x) <=

ra

Donc : lim f(x)=0

Exercice2 : (2 5pts) : Calculer suivant les valeurs du paramétre réel m la limite suivante :

lim y/4x* —x+1+mx—1

I——a

. . 2 4 X
Solution : Ona: Im 41‘2 —x41l=lm4x =4 donc - lim \HI —-x+l=4w
I——3 X¥——n I—=x

limmy—l=+w ou -1 ou —= Suivant le réel m

—+Si:m=0: hm wf-flxl—x+1+mx—!= lim \J4x" —x+1-1=+
Si- m=0 - limmx=1=lim mx =140 et lim {4x’ —=x+1=+w
Donc - lim {4x" —=x+1+mx-1=+x
—=Si: m=0 :
Donc : |IITI -Jrir —x+l+mx-1= I]HIJ :{4—l+ IJJFM 1= 1m|'.r| 4—l+i+mx I
I—+—x _r _r I—— x x_
Dr:|r|=—:r car X —» —®
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Iima,f-!r —x+l+mx—-1=limx -1 Ona: lim 4—l+— wﬁ: 2
v Si:0<m=<2: lim- 4—1+Lﬂ+m=m-2—<{}
X X i 3]
Donc: lIm y4x2 —x+1+mx—1=+x
v Si:m=2: lim- ’4—-l-+—12-+m=-2+m>-{}
X——= _" _"'
Donc - lim ‘\.143'1—_'4"1'14'”11—1:—35
( 4xl—x+]—2x](d4f—x+1+2x)
v Si: : lim (Y3 —x+1+2x) 1= lim : -
4y —x+1-2x
lim («m —x+|+21]—|-ll A i g 29 X
4 —x+1-2x .—IJ4—£+l—2_T
x 1’
el '
x| -1+— ki I 3
|im{-.l'4f—x+1+2.r)—1= lim X —1=lim = —-1=|-2
L=t X—p— I i E—htal | l 4 -I'-i-
. . O —JA——+—-2
A A
Conclusion :
—Si-m=<2 : Im 1||'4x3—x+l+mr—]=+::o
; 3 3
—Si: m=2 : lim \4'41"—x+l+mx—l=—1
—Si-m=2: lm J4x3—x+1+mx—l=—-:0
Exercice3 : (3,5pts) : (2pts+1.5) Considérons la fonction f définie sur & par :
f(.r]:[.r—l}xE[Ll];sf xzl
P Y
f(1)=1
1) Etudier la limitede f en |
2) Etudier la limite de f en +% et —=
: 1
Solution : 1) a) Calculons : ]1111 (x—l)xE[—]] ?2?7?
]t X —
: . . | 1 |
Soit X =1 ; On sait que : x-1< E(x)<x > —-1<E| — |£—
x—1 x—-1) x-1
1 | 1
Ona: x—1>0 )| —-=1|<(x-1E| — |2(x-1)—
na =(x ](x—l ] (x-1) L’-l] (x )x—I
Donc : 1—{x—1]—<[x—l}£{%}£l
o
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Puisque : llml—(l‘—l) =1et imI=1 alors . 1|m[x-1]£[—|-l-]=l
x—+l* i—
1
b) Calculons : lm|1 (x—1)x E( J 2727
X—> x_
. ) - 1 1 1
Soit X <1 ; On sait que : x-1<E(x)<x = ——I<E| — |£—
x—1 x—1,; x-1
| | I
Ona: x—1=<0 x—1)—=(x-1 E(—JE x-1 [——I]
= (x-1)—<(x-1E| — < (x-1)| —
Donc : lﬂ(x—ljﬁ(%)ﬂl—[x—l}
e
Puisque : lim 1—(x—1)=1et iml=1 aors : llm[x-i]E(—ll]:l
z—+l L | X—
Par suite : lim f(x)=lim f(x) =1
x—l* -l
Conclusion : f admet une limite en 1 et : lim f(x) =
2) On doit faire une simplification de : f (x)
I 1
Soll ¥ 32 oo u{—l-ﬂ:ﬂ[ 1] 0= R 1)5[ ) (x=1)5=i6
X— X
Donc: lim S(x)=1im0=0
Soit x<0 =x-1<-1 = —1%%{[":-5( IJ L1 f(x)= (x—]}f[ J_—(x—]}
X— X
Donc: lim S(x)=lm—x+1 =—wo
Exerciced : (5,5pts) : (Ipt+1,5pt+1,5pt+1pt+0,5pt) : Considérons la fonction f définie par :
f{x]=,,‘i+:=.inx —COSX iz
I[_]
4 2 et £(0)=
sin x—tan x
Y=—/—= s x=0
f{] x,ﬁ—cnsx
1) Déterminer : D, 2) Etudier:li!l;lf[x] 3) Etudier:“'ﬂf{x}
3
4) a) Montrer que : v 14X : <=
) @) Montrer que - v 1+ e |/()]< -
b) En déduire : lim f(x)
Solution : 1)
. . T _ T
D, ={IE.,‘R.I"X}-{]E? l+sinx=>0 et ﬂ[;—i]ﬁﬂ}u{xe_ﬂx-ﬂi et 1-cosx>=0 et x;t5+k:r }u{{}}
Ona: l+sinx=0 et l-cosxz=0car Vxelk —1<sinx<] et —I1<cosx<I
l-cosx=0=cosx=1<x=2kr ke?
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Df ={.‘rERJ’x>—De{x:ﬁ%}u{xeﬁfr-ﬂe; x#2knx e:xigﬁm }U{D}

Donc : Df =R—{2kr;£+km’k er }U!(}}
2 L

2) Etude de :1Ii_1>1;1f(1)
l+sinx —cosx (..r‘l+sir1:r —{:nﬂx)[,/Hsinx +-.:-:331)
\E{x-—g) J;(x—%][,fhsinx +CDSI)

f(x)= l+sinx—cos*x sin®x+sinx _sinx 1+sin x

ﬁ[x_gumﬂm) [x__](,/mﬂm) V(3= ) (s + cosa)

f(x]=:5in_x..f; - l+sinx
<t (1—? (..il+sin_x +::usx]

SinXx l+sinx
I1mf{ )—Ilm "j_f =1x0x0=0

r—sl* a0 T -
v 1-5](1}1+smx +cﬂ51)
4,

o sinx SINXCOSX—5SINX
. Sinx-— .
sinx—tanx _ COSX _ .- _ sinx(cosx—1)

"G“IE]—I.;G{ : I(I}ZIJI—C{}SI 5 ;;,Jl—coﬁ_r B .T-.”*(:ﬂsx - ICDSIJ[—CGSK

2 N
SN X :Zl-cnszc _ smx,fi—cns;c
X cos :r..}I —CO5X x COsx

lim £ (x)= lim _sinx «.fl—cusx

=" 0" by Cosx
Donc : liI'LII‘! f(1}= fil‘g&f(x] =
Par suite : ixi_l;s.}f[x)= 0

Vx e |0;+e 5 f(x)=

=—1x0=0

3) Etude : lim f (x)

JI+sinx —cos
ilT f{r] . |1m +alfx ;]U” ) “T"”me +cnsx=1ﬁ et IiT* J_;(I_%Jz{r
.\'—rE 'c—}: 'V"; _1'—5 s I_F_f

= X

= .

. : -JI SINX —COs
11111_”1) = |1T_ +‘;IEI ;]mx = —0 car IiT_JlJrsinx —cosx =42 et 1i111_ J;(x_%)z[}-
.\'—bj .'C—}E 'V"; I_E

lim f(x) Nexiste pas.
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4) a) Montrons que : ‘?’xe]l +£2r-;+ﬂ={ ; |fl:x}’£——

'3 ; _|{fI+sinx —cosx
xe [l+=; 4 ,|f(_r}|— -
v }' 2 [ J;(_T_EJ ‘

Ona: |...,‘l+sinx —msr|ilﬁ|l'1+sinx |+|msr|

C'est-a-dire : |Jl+sinx —-.:05x|£,,ll+sin;r +|cosx| et puisque : VxeR —1<sinx<] et —1<cosx<]
Alors : 0<l+sinx<2 etdonc: 0<+/l+sinx <2 etaussiona: |cosx|<I

Alors on aura : |.,H+s.inx --cosx|*=_i-,5+1 <3

Onaaussi:.:::—n%donc:.r—%}letdnnc:ﬂ< =1
Pr L
2
Par suite : |..H1+sinx -—cnsr|£3 et D= -]
I——
1+~=.n - 0% 3
Donc : ‘v’xe}1+£:+m|i : ] E iy
2 w3 ¥

b}Dna:}iﬂj;—ﬂ donc : lmf( )=0

Exercice5 : (7pts) : (1.5pt+1,5pt+1.5pt+1pt+1.5pt) -

On considére un carré ABCD de centre O tel que (m) = %[2;:] etsoientl, J, Ket L les
milieux respectivement des segments [4B] ; [BC] ; [CD] et [D4].

P, Q, R et S sont les points d’intersection respectives des droites (BL) et (IC) ; (JD) et (IC) ;
(JD) et (4K) ; (4K) et (BL).

T
On considére la rotation!” de centre O et d'angle 3

1)a) Justifier que : r(4)=8B ; r(B)=C; r(C)=D et r(D)=4
b) En déduire que : r(I)=J : r(J)=K: r(K)=L et r(L)=1
2) Montrer que : r(P)=0 : r(Q)=R; r(R)=S et r(S)=P

3) a) Montrer que les points : O ; P et R sont alignés et en déduire que les points :O ; Q et S sont
aussi alignés

b) Montrer que : PR =0S et que les droites (PR} et {QS} sont perpendiculaires puis en déduire que

le quadrilatére PQRS est un carré et a le méme centre que le carré ABCD
Solution :1)
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1)a) Justifions que : ¥(4)=B ; r(B)=C; r(C)=D et r(D)=4

Les diagonales [AC]et [BD] du carré ABCD sont perpendiculaires et se coupe en leur milieu O

0A=08
Donc: —Ona: (ﬁ)ai[lf] d'ou: r(4)=B
2
OB =0C
—Ona: [ﬁ]%{h] d'ou: r(B)=C
oC=0D
—Ona: [G—F_Q_D]Eg[h] dou: r(C)=D
0D =0A
—Ona: 1 [ﬁ)z %[h} dou: r(D)=4

b) En déduisons que: r(I)=J ; r(J)=K; r(K)=L et r(L)=
—0Ona: | le milieu du segment [AB] donc : r(/) est le milieu du segment [r(A}r[B]] I'image du
Segment :[ 48]
Or: r(4)=B et ¥(B)=C et J le milieu du segment [BC]
Donc: r(l)=J
—Ona: J le milieu du segment[BC]| donc : r(/) est le milieu du segment [ +(B)r(C)] limage du
Segment [ BC]
r(B)=C et r(C)=D et K le milieu du segment [CD]
Donc: r(J)=K
—Ona: K le milieu du segment [CD] donc : r(K) est le milieu du segment [ »(C)»(D)] limage
du segment [CD]
Or: r(C)=D et r(D)=4 et L le milieu du segment [ DA]
Donc: r(K)=L

—0On a: L le milieu du segment [DA] donc : r(L) est le milieu du segment [ #(D)r(4)] limage du
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segment [DA] Or: r(D)=4 et r(4)=B et | le milieu du segment [4B]
Donc: r(L)=1
2) Montrons que : r(P)=0 : r(0)=R; r(R)=S et r(S)=P
—0n a: P est le point d'intersection des droites (BL) et (IC)
r(B)=C ; r(L)=1I ; r(I)=J et r(C)=D donc: r((BL))=(IC) et r((IC))=(JD)
Donc : r(P) est le point d'intersection des droites (IC) et (/D)
Comme : QO est le point d'intersection des droites (IC) et (JD)
Donc : r(P)=0
—Ona: o estle point d'intersection des droites (JD) et (/C)
Or: r(J)=K ; r(D)=4; r(I)=J et r(C)=D donc : r((/D))=(4K) et r((IC))=(JD)
Donc : r(Q) est le point d'intersection des droites (JD) et (AK)
Comme : R est le point d'intersection des droites (JD) et (4K)
Donc: r(Q)=R
—Ona: R estle point d'intersection des droites (/D) et (AK)
r(J)=K ; r(D)=4; r(4)=B et r(K)=L donc: r((JD))=(4K) et r((4K))=(BL)
Donc : r(R) est le point d'intersection des droites (BL) et (4K)
Comme : § est le point d'intersection des droites (BL) et (AK)
Donc: r(R)=S§
—Ona: § est le point d'intersection des droites ( BL) et (4K)
Or: r(B)=C; r(L)=1I ; r(4)=B et r(K)=L donc : r((BL))=(CI) et r((4K))=(BL)
Donc : r(S) est le point d'intersection des droites (BL) et (CI)
Comme : P est le point d'intersection des droites (BL) et (CT)
Donc: r(S)=P
3) a) —Montrons que les points : O ; P et R sont alignés
Ona: r(P)=Q donc: [ﬁ]s g[zz] aussi :r(Q)=R donc : [{ﬁ)s %[2::]

D'aprés Chasles appliquée au angles orientés on obtient :

Ce qui signifie que : les points O ; P et R sont alignés

—Deduisons que les points :O ; Q et S sont aussi alignes

On a: les points O ; P et R sont alignes donc leurs images sont aussi alignées
Car la rotation conserve |'alignement des points

Et comme :: r(0)=0 ; r(P)=0 et r(R)=S§

Alors : les points :O ; Q et S sont aussi alignés
b) —Montrons que : PR=0S

Ona: r(P)=0 ; r(R)=5 et comme la rotation conserve les distances
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Alors : PR=QS
—Montrons que : les droites {PR} et {QS'} sont perpendiculaires puis déduisons que le carré
PQRS a le méme centre que le carré ABCD
Ona: r(P)=0 ; r(R)=S donc: (m)sg[lﬂ]

Donc : les droites ( PR) et (OS) sont perpendiculaires

Donc : le quadrilatére PQRS est un carré (diagonales perpendiculaires et isométriques)
Et a le méme centre que le carré ABCD

PROF: ATMANI NAJIB
C'est en forgeant que l'on devient forgeron : Dit un proverbe. -ﬁ

C'est en s'entrainant réguliérement aux calculs et exercices que l'on devient un mathématicien
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