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Correction : Devoir surveiller n°4 sur les lecons suivantes :
LIMITE D'UNE FONCTION et LA ROTATION DANS LE PLAN
Durée :2 heures

Exercice1 : (3pts) : (0,5ptx6) :

2x*—x+1
f(:vr}:—3 csi x=<3
Considerons la fonction f définie par : " il
f(_‘,{) — _T——J:z-'l-]: - X = 3
x2-3x
Calculer les limites suivantes : a) lim f(x) b) lim /(x) ¢) lim f(x)  a lm /()
e) Iimw fy lim M
Tkt X T X
Pyt — 2
Solution : a) lim f(x)= lim L3 S TR T,
E——a F——ah x_3 A—r—at X X——ah
X x*41 Y
b) lim f(x)= lim ———= lim — = lim x =+
F— 4+ I _Ix I440 YT xbw
. . 2xt—x+1 v z
c) lim f(x)= |lﬂjﬂ_-——§— : puisque : lim2x*=x+1=16 et llmx-3=0
I—k I—k _I' —_ X—E I—k3
: . 2xt—x+1
Donc: lim f(x)=lm——=—0
x—rrf( :l 13" _x'—3
i xw
: o =xt+] o
¢) lim f(x)=lim ——— : puisque : limx’ - x*+1=19 et limx*=3x=0
a3 =3 y2-_3x PRl b
Tableau de signe de : x*—3x
r |— o J 4x
| + 0 0
A I |
Donc - lim x2=3x=0"
T—+3*
3 2
: X —x+1
. m f(x)= Im———=+4x
Done: x—rH*f( } =3 oy 3y
. S, N o I ST o o L G
e) lm M= lim L:-<—= lim I.—x= m x—,=1
L o yI_ 3y x Yoe yt__qyl i+ gt
T __ : Y 32
f) lim f)_ fyp 20241 B 2] 20,
r—— X I—— _'_[—3 X I—y—a I=_3I K _xz

Exercice2 : (3pts) : Calculer suivant les valeurs du paramétre réel m la limite suivante :

lim xr‘xl =3x+5=-mx

X—pem

Solution : Ona: limx* =3x+5=lim x° =+ donc : lim yx* =3x+5=+x

X—w+0 X+ F—+u
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lim=mx=+wou 0 ou —» syivant le réel m

X—4m

SSi-m=0: limyx" -3x+5-mx= lim -«\ff—h{hi = +00

I+ A+

—=Si: m=<0 : lim-mx=+o et lim —Jx]—?sx+5=+:-o

A—p+HE

Dong : lim yx* =3x+5—mx =+

X+

—=Si: m=0:
: AT ; . 3 5 ; 3 5
Donc - lim +/x* =3x+5-mx= lim [¥*|1-=+= |-mx= lim |x| PRt SR
e A4 X X" e X x°

Or:|I|=I car x —+w

i [ 5.3 _ 3 3
lim 4/x* =3x+5=mx = lim J.'[ ]—§+i—m] Ona: lim, Jl-—+—=1
] e s Y oy X+ a x

r 5
v SIO""-'.m"{l lim l—i-}-_—‘?-m:l_m},{}
X+ X _I_

Donc: lIm ﬂl‘z-3x+5—mx=+m
X—4m

v Si: m>=1: lim it—§+%—m:I—m—<D
X—+m x x

Donc : lim 411—3_‘4’-[—5 —mMX =—x

T—+E

(wa —3x+35 —_r)[wij —3x+5 +x)
v si: M=1" lim ¥ ~3x+5-x=lim 1
i Ll «.!x‘—31+5+x

) - I . ~3x+5
lim x> —3x+5—x= lim = lim —
B R =3xS xe ~Jx —3x+5+x

x(—3+3] _3...3 3
lim ¥ =3x+5-x= lim ol e g

Tt It 3 5_ Xyt 3 5 _?.
x| Jl-=+=+1 ===
: D X X

Conclusion :

—Siom =<1 lim ¥ = 3x 45— mx =4
Lsi-m=1: lim 1}_‘4’1—3_r+5—mx=—%

o

—Si:m>=1:Im u'x:—l!r+5—mr=—m

I+

|
Exercice3 : (2,5pts) : (0.5pt+1Ipt+1pt) : Considérons la fonction f* définie par f(x}=:c’><£(;]

1) Déterminer : D,

2) Etudier la limitede f en O
3) Etudier la limite de /' en —= et +«
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Solution: 1) D, ={xeR/x20}=R~-{0}
2) limf(;r) = lim x2x E(l}

x—ld x—ld X

Soit xe R —{0} :

On saitque : x-1< E(x)<x = l—E—ﬁ E(ljﬂi = f(l—l]ifE[l]Efl

X X X X X X

Donc: x—x* EI:E(l}E X
x

Puisque : limx=0 et limx—x>=0 alors: LI_IHf(Jr) =0

x—=0 x—0

3) Soit xR —{0}
Calcule de : }Lﬂf(x)

Methode1 : Ona: x—fﬁx*E(l]gx et puisque : lim x = —oo alors: lim f(x)=—0
T j— X—p—om

Methode2 : Soit x<—1 = —l-=:!—-<D:::E{—
X X

]:—1:>f{x):fxE[%]:fx{—l):—xz

Donc : Ijm_f(x)= lim — x2 = —o0

X——o0

Calcule de : }_ifflﬂf(x)
Soit x>1 = ﬂ-<l{l::>E[l]:u::-f{x}:x?xE[l]:xlxﬂzﬂ
X X X

Donc: lim f(x)= lim 0=0

X—»4on

Exerciced : (7,5pts) : (1.5pt+1pt+1pt+1pt+0,5pt+1Ipt+1.5pt) :

)
(l—x](]—_rj)__..(]—x"]

avec: ne[{"

Considérons la fonction f, définie par : f, (x) =

1) Simplifier : f(x) et f3(x) et fi(x)

2) Montrer que : D, =R—{-1:1} ; VneN"-{1}
B 2]']'

T 1x2x3x..xn

3) Montrer que : Efﬂ 1 (1)

2

=0

4) a) Montrer que :si n est impair alors : lim

x——1 ] _x"

b) Montrer que :si » est pair alors : lim =

r——1 ] _I"

i E
n

c) Montrer par récurrence que : IimI f,(x)=0; VnelN’
4) Discuter suivant les valeurs de n : lim f (x)

Remarque : 1-x" = (1-x)(1+x+x’ +_._.+x”“)
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Solution : 1) Simplification de : f,(x) et f,(x) et f,(x)
I-x*  (1-x)(1+x)

f,(.‘r)= 1-x 1-x b

x)= (1_12): _1=x +
£ (%) {]—Jr){l—f] 1-x e

L (¥ -2y T ey
ey e Y ey e et L L it

X {l+x]2 _1+2x+ 4

x = et
—x  (1=x)(1+x+x") l+x+x* l+x+x

2) Montrons que : D =R-{-L1}; vrneN"
D, ={IEEE(I—I)(I—JJ)._._(}—IH)#ﬂ}
On considére 'équation : (1-x)(1-x*)...(1-x")=0
{l—x](]—f)....(] —f’]=l} —l-x=0o0ul-x"=00u 1-x*=0 avec 3<k<n—=x=1loux=-1
Inversement :1 et -1 sont solutions si #1=2
Donc D}" =R—{—];l} : “C""HEN-—{I}
2”
1 2 ¥ N
Ona: l-x* ={]—x}(l+x+x3+___.+x“']
(1-2%,
(l—x}"{l+x)(l+x+xz)._._(l+x+x3+_._+x"'l)
2" h 2“
< 3ac.... xn - lx2=x. . n
4) a) si nestimpairalors: n=2k+1 avec: ke
liml—x" =1-(-1)" =1—(=1)"" =2

x——1

3) Montrons que : lim £, (x)=

Donc: f,(x)=

Donc: lim £, (x) =

2
X
]_x" =U

Donc : lim]
a) si nest pair alors : #=2k avec: k€[N

liml—x"=1—(=1)"=1-(=1)" =0

x——]

b T T i i L = lim :
one : — = = —oy = - -
11—y —=-1]—x k x——1 (I_xl)(]_l_xl +....+(_1")£ ]] ] 1 1422 -I—____+(.TZ)£ 1
D o i ] o Frup®
Donc: lim —=— etpuisque : #=2k alors: lim — = —
=11 x k —=+-1]—x n

c) Montrer par récurrence que : Ynell” ; lim f, (x)=0

a——1
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Pour: n=1; f(x)=1+x ; ]iIt_‘llf"{_r}z Iin:uil+x=D la ppté est vraie pour =1
Supposons : lim £, (x)=0
Montrons que : Iil'l_']l Son{x)=0
1—x2)" 1=p2) 1=x*
Ona: Jf::l+| {I) = {'J ) Ay ( 2 ) L ( 1‘“"]
{]—x]{]—x‘)_._.{]—x”)(‘i—x" ) (1-x)(1-2%)...(1=x") (1-x"")
e e 2
D : = - t pui il || =0 etl =
onc: f..(x) —=n x f,(x) et puisque lim £, (x) ot m =
Alors : lim £,,,(x)=0
Par suite : Ynell lim f, (x)=0
4) Discutons suivant les valeurs de n : lim f, (x)
Ona: lim f(x)= lim l1+x=+c0 et lim f, (x)= lim 1+x =+o0
: : 1+2x+x n
et lm f,(x)=Ilm —=lim — =1
I._ 2
Pour: n=4 :Ona: f,., (x]l=1 J:H x fo(x)
ik
: _1-X . RN I—x* 1
Donc : Iim x)=lm x fi{x) mais :Jim ——="hlm = lim ——=0
x—}+ﬂﬁ( } Jr—:-+aﬁl_x4 'f:'( J x—b+mj_x4 I—VW-(I—_XJJ{I—FXJJ x4 ] 4 x°
Et lim f,(x)=1donc: lim f,(x)=0
Parsuite: Vi=4 ;Ona: lim £, (x)=0
Exercice5 : (4pts) : (2pt+2pt} ABCD est un carré de centre O tel que (4_3 ﬁ) positif
On considére les deux rotations suivantes : r;[f}: g) et n(0.-7)
1) Quelle est I'image du point A par la rotation : 1, o n
2) Quelle est I'image du cercle(C) de centre B et de rayon (A4 par la rotation?; o /;
Solution : 1) Déterminons Iimage du point 4 par la rotation : 15 o1
Méthode1 : Soit : (1, cr;)(A)=A4"
04=08
Ona: A"=(r°r)(4)=r(r(4)) etona: r(4)=B Car:| —__ _
0A,08)=Z[21]
OB =0D
C'est-a-dire: A"=r,(B) etona: rn(B)=D Car: | ——
(08.0D)=-r[27]
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Dot : (r,or)(4)=D
Par suite I'image du point A par la rotation : ©;o1 est D

Methode2 : I; ° 1} est la rotation de centre O etd’angle : §+{—.1r} = _%

Donc : n-:'r,((l—i)
A 2

04=0D

nor(A)=D car

(04,0D)=-Z[24]

2) Déterminons I'image du cercle(C) de centre B et de rayon OA par la rotation?; ° 1;
OB =04

Ona: rer(By=A car
2+i(5) {(oﬁ,iﬂ]s_.‘;i[z;r]

Dot : limage du cercle(C) de centre B et de rayon OA par la rotation’; ° 1; est cercle(C) de centre

A et de rayon OA
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C'est en forgeant que ['on devient forgeron : Dit un proverbe.
C'est en s'entrainant réguliérement aux calculs et exercices que 'on devient un mathématicien
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