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Correction : Devoir surveiller n°4 sur les lecons suivantes :
LIMITE D'UNE FONCTION et LA ROTATION DANS LE PLAN
Durée :2 heures

I x—2
x(x=1)(1-2x)

Exercice1 : (3pts) : (Ipt+2pt) : Considérons la fonction f définie par: f(x)=

1) Déterminer : D,

3) Calculer les limites aux bornes de D,

Solution : 1) D, ={xeR/ x(x-1)(1-2x)=0 } =]—m;ﬂ[u][}l;%[u]%;l[u]l;w:[

T2

a) lim f(x) = lim et

At »-m_Jy’  xwm Dy
py lim f( } lim 3x° = lim 3 2o ify
} O I3 _21 I

o lim f (x)="

Etudions le signe de : D(x)=x(x—1)(1-2x)

(=S

xr |0 ) 3 ] 4o

—

Nr)| + l:] — ) + |:| -

Donc : lim_ f(x)=4+ et Ii:ry_f(ﬂ:-m

W0,

e) Liﬂ'lif (’f) 0 " forme indéterminée

I-x-2 . (x-1)(3x+2) oy
al_'?}f( )' Ill_ﬂx —I( 2:) IJ'E?I(I 1]{1 21) 15'1-{]_2_-;]:

Exercice2 : (dpts) : (Iptx4)

_FE

flx) 3 7 -]
+X
Considérons la fonction f définie sur® par: :
f[_r}zcus_r—«}'lﬂlnx S5 i
X
1) Déterminer : }Lﬂf(x} 2) Etudier :ftl'f}rulf(l)
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I+~,E
b

|
Solution : 1) Déterminons : lim f{X]

lim f(x) -llm‘j_ J— = lim

X T I—w+2) 2 +x

3) a) Montrer que : ¥x=<0 ; |f(x)|<

b) En déduire : lim f(x)

= S

X
|1 |"|J_~+] o O I
1 = li G5 SO . W S0 W S
il i e ey xi'llzﬂ[@ Jf*J
X

T : ] : :
Puisque : lim —+1=1 alors - lim |[—+1= ’Jl-=] etona: lim = He—1
x—m 2 xrtam | o2 4w DLy aom oy

Dong : Jifpmf(x}= =

=

X X

2) Etudions : lim  (x)

<cal lim fx —/1+x2 =— Im2+x=2
. 1”33 f(x)= ILT\EE% et Puisque Hﬂ*J_ % : et x>0
T T X

: 1
Alors : lim flx)=-=

2
cmr— H+silE (casx+\f1+5inx)(cmx— I+31r11)
o limf(x)=1l . = lim
23 H'T X = (cmx+ Af1 +51r1:r
4 =
cos” x—1—-sinx : | cos® x—1 smx
lim f{x)=lim = lim _
=0 " (CI]S_T"'*[JI."'S]-.HI ' X cCOS X+ ‘\.ll'l +5inx
-1 l—cos’x sinx 1 |
Iim /(x)=lm X + =—=x|0=+1|=|—=
el e, v e G e R

1++2

3) a) Montrons que : Yx<0 : |/(x)|< o

1{:usx—~}l+sinx

Soit x~<0 : |f(1}|=1 S

|::nsx|+-.|l'| +sinx

o

‘cusx —+fl+sin xl
= or: |cnsx-—«.,‘|+sinx|£|cns;c|+|-ﬁ||'l+sinx|

a

Donc : |£(x)|<

et comme : |cosx|<1 et —1<sinx <1

Donc: [cosx|<1 et 0<sinx+1<2

Donc: |cn5:-:|£l et 0<Sinx+1<+2
Donc: |cusx|+~,l'1+sinx51+ﬁ
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|cmx|+-\|l'|+5inx 1+.JE
Par suite : =
| Il
; 1+42
Dol : Wx =0 : (I]|5|T\|F
b) Déduisons Ii_iﬂf[x} ;
OV, N T )
Ona: Vx<0 ; |f(1]—ﬂ|5-*|;|£ et lim " =0
Donc, d'aprés la propriété de limites et ordre: Jﬂ flx)=
Exercice3 : (9pts) : (1ptx9) : Considérons la fonction f définie par : /' (x) = 2L N
’ e ‘ \ x+E(x)
1) a) Montrer que : E(x)=—x<x=0 b) En déduire : D,
2) a) Simplifier /' (x) si xe]o:1]
b) Vérifier que : f{.ﬁf}=]i si xe]-L0[
—X
c) Etudier la limite de fen o
x*—x x?
3) a) Montrer que : Ef{:r)-:_i =4 Vx e |I; 4o
b) En déduire : lim f ( )
4) Etudier la limite de fen |
5) Résoudre dans [ I'équation : x £ (x) = x+ E(x)
x E(x)
Solution : f{.‘f) = m{;i
1) a) Montrons que : E(x)=-x<x=0
=) Supposons que : E(x)=—x
Puisque E(x)eZ alors : —xeZ <>x€ef
E(x)=—xp=%x=2=0>x=0
<) Supposons que : x=0
E{ﬂ} =0=-0
Finalement : £(x)=-x<x=0
b) D_r'—“:IERJ" x+E{x]¢U}
Ona: x+E(x)=0 E(x)=—xex=0
Donc: D, =R-{0}
2) a) Simplification de f'(x) si x<]0;1]
: XE(_T} xx0
Soit 0.1 d : E{x)=0 etd : = = =0
oit x€]0;1[ donc: £(x)=0 etdonc: f(x) B %D
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Donc: f(x)=0 si xe]0]]
b) Vérifions que : f(x)= % si xe|-10]
x E(x) xE(x) xx(-1) _ x

Sok x e ]-1:0[ done: E(s)=-1 etdonc: f(x)= s = s = =i "1

Donc : f{x}=ﬁ si xe]-10[

c) Etudions la limite de fen o
La limite de fadroiteen 0 :Ona f(x)=0 si xe]o.1]

Donc - ll[’[’lf( ]I‘ﬂ U @

Y|
La limite de f @ gauche en 0 : Ona f(x)= ﬁ si xe]-10[

X

lim f(x)=lim — =

a0 =20 | —x

Puisque IILT f(.r} = lim 1 f(x) alors : Iimf(x) =0

3) a) Montrons que -~ < f (x )*i : Vx € J1;+eo]

Soit xe]lH—no[
Ona: E(x)<x= E(x)+]1
Donc: 2x—1< x+ E(x)<2x

| | !
Donc: —=< -
2x  x+E(x) 2x-1

Ona: x—1< E(x)<x Donc: ¥M—&%xE(x)<x®

Xy " IEI:_‘.\.'}

2x 1+E{x}_ 2x—1
b) Déduction de : lim £'(x)
2

> 2 I oo X _
*FN (%) <~ etpuisque lim T % = lim = = lim 2= 400
2%. x+E(x) 2x-1 s Qx xiely  xoie ]

Donc :

Cna:

Alors : lm f(x)=+

4) Etude de la limite de fen |

La limite de f adroiteen 1 : Onasi xe]i.2[ ; £(x)=1etdonc: f(x)= =

X+l
X 1

Donc - |1I'ﬂ m — =|—

f( ) ¥l |2
La limite de f @ gauche en 1 :
On asi xe]ﬂ'l[ ; E(x)=0 etdonc: f(x)=

Ilm =lim0 =

Donc : f e @
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Puisque : ““I'!f(»") - 2 ]""I'l f(") alors la fonction f n’'admet pas de limite en |
5) Résolution dans R de I'équation : x £(x)=x+ E(x)
xE(x)=x+E(x) @xE(x)-E(x)=x = (x-1)E(x)=x : (E)
Si: x=1 {E] devient : 0=1 impossible donc : x =1
. x " x—1 1 1 |

Ey<=E =—— <k =+ — & F =]l+— & F —]l=—
{ ) [x} x—1 [x} x—1 x-1 (x} x-—1 x} x-1
Puisque : E(x)eZdonc: E(x)-1€Z etdonc: L]EE

x_

= ] ] ] =
Donc: dk e 7" tel que : —]=k et donc : x—1=I c'est-a-dire : X=I+l avec ke
_x‘_

Inversement :

Si k=1 alors ﬂ—‘:%—%l :>I—=:£+1—=:2 =51~ x=2=5 E{x)=1
(£) Devient: x—1=x ¢<>—1=0 impossible

1 1
Si k<—1 alors -1 <0=0<+1<1=0<x<1= E(x)=0

(£) Devient: 0=x impossible car D, =& —{0]
1

Si k=1 alors : L=k e =l x—lalon=2
x—1 x—1

(£) Devient: (2—1)E(2)=2 < E(2)=2 vraie donc: x=2 solution
Conclusion : S = {2}
Exerciced : (4pts) : (1.5pt+1.5pt+1pt) :

On considére un cercle(C) circonscrit a un triangle équilateral ABC tel que : (.}IE,AC'] = fri[zz-] ;

Soit M un point de l'arc AC ne contenant pas le point B

Soit I'la rotation de centre A et d'angle % :

1) Soit P un point appartenant au segment [ BM| tel que : MP = MA

a) Montrer que : AMP est un triangle equilatéral.

b) Montrer que : M est I'image du point P par la rotation 7’
2) En déduire que : M4+ MC = MB
Solution : 1) a) Montrons que : AMP est un triangle équilateral.

Ona: MP=MA dou: (4P, 4M )= (PM,Pi)[27]

Et comme :les deux angles .4A77 et acs interceptent le méme arc AB alors :
(34.3P) = (CA.CB|[27] et (CA.CB) = Z[27]

Dot : (324, 3P ) = X [27]
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On sait que : (@ ﬁ) + (ﬁ ﬂ) + (mﬁ) = r[27]

Cest-a-dire - 2| AP, AM | = ;r—E 2T Ez—}r 2
3 3

Dot (4P, 4M )= % [27]

Ainsi : (AP, AM )= (PM,PA)=(MA,MP)= T2~

Donc : AMP est un triangle equilatéral.
b) Montrons que : M est 'image du point P par la rotation’

Soit I'la rotation de centre A et d'angle % .

AP =AM
Ona — T
(4P. 40 =% [2x]
Donc : M est I'image du point P par la rotation’
2) Déduisons que : M4+ MC = MB
Ona: MP = MA car: AMP est un triangle équilatéral.
Ona: MC=PB car r(P)=M et r(B)=C

Et les points : M ; P et B sont alignés dans le méme sens
D'oli: MP+ PB= MB
Donc : M4+ MC = MB
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C'est en forgeant que I'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C'est en s'entrainant réguliérement aux calculs et exercices que l'on devient un mathématicien

k.
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