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Correction : Devoir surveiller n°4 sur les lecons suivantes :
LIMITE D'UNE FONCTION et LA ROTATION DANS LE PLAN
Durée :2 heures

7L
x2+1

Exercice1 : (1,5pts) : Soit la fonction : f: x>

Montrer en utilisant la définition que : lim f(x) =2
Solution Montrons que : Ve =03B>-0 (Vx€Df) x<—B =|f(x)-2|<&?
Soit £~ 0 et soitxe ]-oo',ﬂ[ on cherche B:-0tel que : x<-B=|f(x)-2|<&

-3 5 5
=
x* 1

-5
41

Ona:|f(x)- 21—

Coxt+1 x?

Donc : Vx e J-u;0[ ; |.f{x)—2|i:%

A A . $ ih : {5
Donc : Pour avoir |f[x]—2|-<g Il suffit d’avoir: — = £ c'est adire :x” >— c'est adire :x<—,|—
X £ &

5 ’5
Par suite : |l suffit de prendre 8= J: etonabien: B=,[—>0
£ £

Donc: vVex=-03B=0 (B=J§} (VxEDy) x—%—B:::lf(_r}—E}-{E
Donc : xlil"_nmf(x] =2
Exercice2 : (1,5pts) (0.5pt+1pt):

sinx| 1

< 9
X

1) Montrer que : (Yx € &)
X

: 2 . . sinx : _
2) En déduire les limites suivantes : a) Jllrl"le b) Im x+sinx

X—¢0

X

Solution : 1) Montrons que : (vx € &*)[22X

X

SN X = IEiI‘III ” l

Soit: xeR’ ;Ona: [sinx|<1 donc:

x =
gy il ;  sinx
2 et lm—=0 gzlors: Im

_1. X+ X X+ X

. 51N X

=0

2) a)Ona:vxeR: ;

X

. i : sin x Sin X
by lim x+sinx=lim x| I+—— | =+ car lim x=+w et Ilm ——=0

A=y Kb X Xt X0y
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Exercice3 : (2,75pts) : (0,73pt+0,75pt +1pt+0,25pt) : Considérons la fonction f définie par :

f(x }——xz

1) Détermmer L Dy

2) Calculer les limites suivantes : a) | Eim f(x) b;lxi_rgf(x) c) ]ir:} f(x)
Solution: 1) D, ={xeR/x=0et x—120} ={xeR/x20et x=1} =[0;1[ U]+

: + 2
2)a) lim f[ }— lim o J_ On trouve une forme indéterminée : »==

X+ X—r40 om

x[l+i—g] 1+ A
Flay=22d 2— rx x) o 3 gcar: i Lo i@ DN

X X

b) L'_Tfl'f(f) ? On trouve une forme indéterminée : =2

L]
x+«f;-2 _-J;2+ x=2
x=1 B

x—=1

Ona: f(x)=
Onva factoriser : x ++x-2 onpose: X =+x X2+X=2 A=9
Donc: X =1et X =-2 parsuite : X*+X-2=(X=1)(X+2)
Par suite : x +/x—-2= (-j:_c-l)[\f;+2)
(E-)2) () o
Jx -1 (Va-1)(¥x+1)  Vx+1
- lim f(x)= mJ_+2 L,
Donc : |H|f( )= I.t—rl,\{_+1
o lim f(x) =1i “_*4{_1_2=2

x=0" Jr—:-{]l

Donc: f(x)=

Exerciced : (5.25pts) : (0.75pt=7) Calculer et étudier les limites suivantes :

. 1 I ms{x+—)
1) lin;l(,r=+x—2}tan(51} 2)lim 3) lim :

-0siny tanx Z A2 = 2sinx
| : — " Ix‘j'—}x-lnS‘ I I'"ﬂiﬂ
4y lim 4f5x" + x-1-4dx+ ) 6) ;5%
:lx—H-u: :I Ay 3|x|+4 :I x—0 I—,\ﬂ‘}_‘|
Nl ImJZx—l—Jx-—xH
3l J;_I

. T
Solution : 1) LIH]'I(.I: +x—2)tan [E

;r) Onpose x—1=X Alors: x=.X+1
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x>l X —>0etona: ¥+x-2=(x-1)(x+2)=X (X +3) et

G557
tan tan| —=+—% |= ———
T Tl

X & . 4. lanax
Iim{x2+x~2}tan[£x]= Iim=(X +3)——=|-— Car: lim =a
x-¥l 2 X —lb m[}r J m a0 X

X
2
] . | COS X

. . 1
2)lim — - —— =lim— —— =lim——(1-cosx)
*0ginx tanx *0sinx sinx —0sinx

= lim x _x (1—::::’}5:::} =lex%=0

=0 snx X

ms[x+ ]

4 T T /1 /4
3) lim :Onpose Xx——=X Alors: X=X +—etdonc: ¥+—=X+—
}H_J_— 2sin x P 4 4 4 2

I—}IC}X—?‘G etona: ms[x+§]=cm[X+§J:-sinX

E-ESinxzﬁ-Esin i [ E-sin}{'cnsi-cm}(mnz
4 2 4 4

J2 -2sinx = 2[%—%@1‘1&’-?1‘:0 X] ﬁ{l-ms){'-sin.‘-‘:’]

CHS[X+EJ sin X’ _—
Par suite : — = X

J2-2sinx \E(I-cnsﬁi’-sin){} .ﬁ[l'ms-’f . SinX)

X X
CQS[I'F%) _San 2 J-E'
lim——==1lim A = ?

Hw-J_ 2sinx .r_,oﬁ(l—cﬂsX_sinX]_\E(i_qz
X X 2
4) lim x4+ x-1-4x+3

X—+T

Ona: lim3x*+x—1=+ donc: lim {5x +x-1=+x et lim-4x+3=—
X400 ¥—an

X+t

On trouve une forme indéterminée : "+ oo —oo"

lim 5_r1+x-1-4x+3=|im\j-(5+l-i) ~4x+3= lim |y

X—400 X—40 'x' _x N4 ‘_[' x

Comme ona: X —»+® alors : |:r|=

lim +f5x* +x=1-4x+3= lim x ’5+l-i—41+3 lim :-:[ ﬁ +1-L—4] +3
X—4x X4 T4 5 R
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Commeona: lim - =0-0=0 et lim f5+l-lj-4=.j§-4-m et lim x=+w
I+ I- X x 1 ]

Alors : lim Sxt+x-1-4x+3=—0
X34

[ | =3x+9
5 3 +4

Etudions le signede : x*—3x+5 A=-11<0eta>0 donc: x*—3x+5>0

[ P-3x43]) (f-3x+5] | (,TJ (1]
lim| —————— = lm| —— |= liIm| — |=—lim 400
somn|  3|x|+4 os|  —3x+4 | =3x ) x| 3
xtfo x+f N (Vxal) L re
CCR R oY R o (V) I
x+,\ﬂ_ lim X+N=x _ . -\/—x(—‘\f—x+1)

Ona: lIm = lim =lm-——-=-
: 0 i‘.l SRy Rt ] X0 o e ¥ -
o x—flal mx—Nx Ve (=mr =) -

il
Donc : an ﬂ
71 ImJZx 1- -d'rx-—x+

f | ,J; 1

Ona: limJEx—l—J;z—x+l = et lirnu";—l=ﬂ - On trouve une forme indéterminée ; "—~

x—l x—»]

Paol-oxsl . (V21 —x+1)(V2x -1+ —x+1) (Vx +1)

lim =lim

= Jx—1 e (Vx—1)(Vx +1)(V2x =T+ =x+1)

P e _Hm{zx—l—(f—x+l))(ﬁ+|)=]im (—x2+3x—2)(J§+|)
= Jx-1 =2 {x—l)(-\,-"l!c—l+-fx1—x+I) = (x-1 («.,’21—[+-.fx —x+l]

N2x—1—~fxT—x+1 I (_r—l)(—x—?.)(af;+l) i (—=-2) (‘j-;"'l)

lx—n J- 1 _*—“{x—l)(-.‘-‘IZx—I+-Jx"’—x+I)_"L' (-JEI—I+-JIE—I+1]

Comme : lim(-x-2)(«x+1)=2 et lim(y2x—T+yx-x+1)=2

—7 — &
Alors : liszI 1—Vx x+l=2=m
x—l J;_l 2

=—1

Exercice5: (4pts) : (1pt+1pt+1pt+1pt) ;Considérons les fonctions f et g définies par :

b b .
f{x)=—x—><E[~—) et g(r}=—x£(£] avec: (a.b)e R’
i X X o
Etudier et Déterminer les limites suivantes :
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1) Iim_f{x) 2) limg(x} 3) lim f{x} 4) ]in;lg(x)

x—»0 g x

Solution : 1) llmf(x) = ]un—xE(b]

e Calculons: lim f(x) ????
x—07

Soit IE]O;+W[ :Onsaitque : x-1<E(x)<x = E—HE[EFE
X X X

a X a X X i

1 sl X% D :
Puisque : lim ———=— et lim —=— alors: lim f(x)—a—
a0t 7 e 1 a—0* £F o a0t

e Calculons: lim f(x) 7?77

x—0"

*--:l-""

b BY b
Soit IE]—'I};U[ : On sait que : x-1< E{x}ix :>——I—=:E{—J5—
X X X

x b x {b} x {b ) b x {b] b x

= —x—<—xf|—|=<—x|—-1|=—<—xE =

a x a w0 T a a x!] a a
b x b

2 s BB D . b
Puisque : lim ———=— et lim —=— alors : lim f (x)=—
x=—0" ¢F o Fe =07 F o x—0" il

Puisque : }Lﬁf}f(l’) = J!LTf(l) alors : ?'iﬂ.f(x}zg

2)
e Calculons : lirrl g(x) 7227722
b

Soit IE]D;H[ = 0<x<a =0<2<] : ::-E(i]:ﬂl::-g{x}:-f:xﬁ‘[i):—x[}:{]
a a X al) x

lim g(x) = Ilm 0=0

x— 0™

. Calculcns. ln}; g(x) 72777
X

soit X € |~a.0[ =-a<x<0 =-1<=<0 ; ::sE(i]z—i::-g{x):éxff(i):Ex—I:—é
i a X o X X

b
=lim——=+
lim g(x) 1l — — 3§ +o0
Alors la fonction £ n‘admet pas de limite en 0

3) lim f(x) : f{x]=§xg(£]

X
e Calculons: lim f(x) ?2?2?
Xyt

Soit x>=bh :>[J-<b—=:1 ::-E[b] D::-f{x):ixE[E]zixﬂ:ﬂ
a

X X X a

lim f(x)= llmO0=0

X—w+4an X —»—4o0

e Calculons: lim f(x) 2?77 a voir

X ——ca
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Exercice6 : (2pts) : (Ipt+Ipt) ABC est un triangle tel que :(M)pﬂsitif.
On construit a I'extérieur les carrés 4BDE et AcFG
Soit r la rotation de centre A et d'angle g

1) Déterminer : r(E] et r[(.‘]

AE= 4B __—

donc: r(£)=B® i

Solution: Ona: {j——\ = .
(4E.4B) =2 [2x]

AC = AG \i
(—‘4{1‘4(;)!%[2:1'] donc : @,(C)=G ":\.,//L

Etona: r(4)=.4© car A le centre de la rotation conserve les mesures £]

Etona:

des angles orientés s
De : @ ; © et ® en déduit que : [Eg,ﬁg)z(@,ﬁﬁ)[h]

Exercice? : (3pts) On considére un carré ABCD de centre O tel que (A.E}, ;4,5'5) = %[2::]

et soient / et .J deux points du plan tel que : Bf:—i—ﬁ?‘ et cj= -iuf."}ﬁ

On désigne par E est le point d'intersection des droites (4/) et (CD) et par F le point
d’intersection des droites (AD) et (BJ)

Montrer que : (4J) L(EF)

Solution : Montrons que : (AJ}L(EF}

g
Soit r la rotation de centre O et d'angle 5
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On a : ABCD est un carré de centre O et {M) — %[2;:]
Donc: r(4)=8
Ona:r(B)=Cetr(C)=D etr(l)=1I'et Ei:%f&i."
et puisque : la rotation ¥ conserve le coefficient de colinéarité de deux vecteurs
Alors : CT' = %E.’*Eﬁ or CJ =%Eﬁ
Donc: CI'=CJ Clest-a-dire : I'=.J
Par conséquent : r(/)=J
Comme :ona r(4)=B et r(I)=J et l'angle de I est % Alors : (ﬁ) = %[2;‘1‘]
Dou: (A7) L (BJ)etpuisque (Al)=(AE) car I e(AE) et (BJ)=(FJ) car F e(BJ)
Alors : (AE) L (FJ)
Donc: (/) estune hauteur du triangle AEF issue de F
D'autre part :ona: (EJ) L (AF)
Donc: (EJ) estune hauteur du triangle AEF issue de E et comme on a :
(EJ) L(FJ)={J}

Alors : .J est une l'intersection des hauteurs du triangle AEF
Donc : la hauteur du triangle AEF issue de A passe par .J

Dou : (4J) L(EF)

PROF: ATMANI NAJIB C'est en forgeant que I'on devient forgeron: Dit un proverbe.
C'est en s'entrainant réguliérement aux calculs et exercices que 'on devient un mathématicien

ﬁ
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