1er BAC Sciences Expérimentales et math BIOF

COURS :Calcul trigonométrique

Prof:Atmani najib

Transformation de cos (a — b)

Transformation de cos (a — b) et ses conséquences

Théoréme 1 .
Soit a et b deux réels, on a

cos(a—b) = cosa.cosb+ sina.sinb
cos(a+0b) = cosa.cosb—sina.sinb
sin(a+b) = sina.cosb+ cosa.sinb
sin (e —b) = sina.cosb — cosa.sinb

Démonstration 2 .
Soit les points A et B sur le cercle unité :

T

/-—-1—'

sina

sinb

0
Oofo cosa cosb}‘

B Montrons cos(a —b) = cosa.cosb+sina.sinb :

. . H ﬁ .
Calculons le produit scalaire OA.OB par deux fagons différentes :

on a

—_— — —

OA.OB = HOAH . HOBH .cos (a — b)

= cos(a—"0). (1)
— —

D’autre part, on a OA (cosa,sina) et OB (cosb,sinb), donc

—_—

OA.OB = cosa.cosb+sina.sinb  (2).
D’aprés (1) et (2), on en déduit que :

cos (a — b) = cosa.cosb + sina.sin b
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B Montrons cos(a+b) = cosa.cosb —sina.sinb :
On remplace dans la formule ci-dessus b par —b, on obtient alors :
cos (a + b) = cosa. cos (—b) + sin a. sin (—b)
comme cos (—b) = cosb et sin (—b) = —sinb, d’ou

cos (a + b) = cosa.cosb — sin a. sin b.

B Montrons que sin (a + b) = sina.cosb + cosa.sinb :

On sait que : sinf = cos (g — 9) pour tout 8 € R. Donc

sin(a +b) = cos (g — (a+ b))

= cos((z—a>—b>
2
T . ™ .
= cos(——a).cosb—i—sm(——a).smb
2 2
= sina.cosb+ cosa.sinb

B Montrons que sin (a — b) = sina.cosb — cosa.sinb :
On remplace dans la formule ci-dessus b par —b, on obtient alors :
sin(a —b) = sina.cos(—b) + cos(a).sin (—b)

= sina.cosb — cosa.sinb

Exemple 3 .
Caleul " et sin —
alculons cos B e 51n12.
5% T
[ | t f—= = =
Remarquant que B 4—1- 5’ on a
5T B <7T+7T>
cos 15 = COos TG
T T ST . T
= CO0S—.COS— — sin —. sin —
4 6 4 6
_ V2V3 V21
272 2 2
_ Viwa
N 4
[ |
(3) = sn(5-7)
in{—) = sin{=-——
D M3 T 1
— sin™.cos™ — cos F.sin ™
= s11r13.cos4 cosg.sm4
V32 143
272 272
VBB
B 4
2
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Conséquences : Transformation de cos (2a) et sin (2a) et formules de
linéarisation
Formules de duplication

Soit ¢ un nombre réel :

Théoréme 4

cos2a = cos’a — sin®a = 2cos’a—1=1—2sin’a

sin 2a = 2sin a. cos a

Démonstration 5 .
Soita € R, on a

cos2a = cos(a+a)

= cos’a —sin’a
comme cos® a +sin?a = 1, alors on obtient les deux formules suivantes :

cos2a = 1—sin®a—sin®x
= 1-2sin’x
= 1—2(1—cos2x)
= 1-2+42cos’x

= 2cos?zr —1

sin2a = sin(a+a)
— sina.cosa + cosa.sina

= 2sinacosa

Exemple 6 .

-1
B Calculer cos2x avec cosz = 3

On a

cos2r = 2cos?z —1

1 2
= 2><(——> -1
3
2

9
-7

9
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-7
donc cos2x = —.

3 _
B Calculer sin2x avec sinx = = et x € l, 7.
5 272
On sait que :
sin 2x = 2cosx.sinx.

On cherche cosx :

On a
cos’r = 1—sin’z
2
_ 4 (%)
5
B 16
25
donc
4
|cosx| = —
5

- T ’ g EAN
comme x € ERE) alors cosz > 0, c’est-a-dire |cos x| = cosx d’ou

4
cosT = —.
5
par suite
3 24
Sin2l’:2><g><g:2—5.
Exemple 7 .
24+ V3
Soit a un réel de [O7 g} tel que cosa = T\/_
Calculer cos 2a.
, 7
B Soita € [0,5] , on a
cos2a = 2cosia—1
2
2
2
2 3
= 2X ( +\/_) —1
4
 2(24+V3) -4
B 4
I
—)
4
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Formules de linéarisation

Soit a € R. . ) . )
cos? a4 — +C+<a> ot sinla— %ﬁl)

Démonstration 8 Ces formules se déduisent directement des formules de duplication avec
le cos 2a.

Exemple 9 .
. T
Calculons sin — et cos —.

8
Ona:%:2xg, donc

Y —"v @)

8

4w

2
De méme on a
1 by
cod? (z) _ + cos (%)
8 2
V2
14+ 2=
2
V242
n 4

ot
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Transformation de produits en sommes et de sommes

en produits
Transformation de produit en somme

Soit (a,b) € R?, on a

1
cosa.cosb = 5 [cos (a + b) + cos (a — b)]
1
sina.sinb = —3 [cos (a + b) — cos (a — b)]
1
sina.cosb = 5 [sin (@ + b) + sin (a — b)]
1
cosa.sinb = 5 [sin (@ + b) — sin (a — b)]
Exemple 10 .
T T cos(2z) 1
Montrer que : (Vx € R), cos (m + §> . COoS (:L' - §> =— "7

Soit x € R, on a

(r+3) s (s-3) = gloos(orgro-g)rems(a+F-s+7)]
cos|x+ =).cos|lz—=) = —|cos|lz+-+x——-)+cos|z+—-—x+ =
3 3 2 3 3 3 3
1 2
= 3 cos(2x)+cos§]
_cos(2z) 1
B 2 4
Donc 20) 1
0 T cos (2x
), (o e 5) =10
(Vz € R), cos x+3 cos (¢ — 3 5 1
Exemple 11 .

1
Montrer que : (Vx € R), cos (3: + %) . COS (:c - %) = cos®>x — o
Soit x € R, on a

cos|z+—=).cos|lx——=) = = |cos2x -+ cos—
4 4 2 2
1
= 5(2C082£E—1)
1
= cos’x — —.
2

donc ]
(Vx € R), cos (l’-{—%) . COS (x— %) = cos’x — 3
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Transformation de somme en produit

Soit (p,q) € R?, on a

cosp + cosq
COSp — COSq
sin p 4 singq
sinp — sin g

Exemple 12 Soit x € R.
Montrer que :

sin bx — sin 3x 2cosdx.sinx

cos7r — cos2x = —251n9—$.51n5_x'
2 2
n
sinbr —sin3z = 2cos (5x+3x>.sin(5x;3x)
= 2cos4x.sinx
n
2 —2
cos7x — cos2x = —25in(7m+ x).sin(7x2 x)
. 9z . Oz
= —2sin —.sin —.
2 2

Transformation de tan (a + b)

Transformation de tan (a + b) et tan (a — b)

SoitaetbdeRtelsque:a#%—i—lmetb;«ég+k7rpourtoutk€Z.

tana + tanb
1 —tana.tanb

| Sia—f—b#g+kﬂoﬂk€Zalorstan(a+b):

tana — tanbd
1+tana.tanb

[ Sia—b%g+k7r0f1k€Zalorstan(a—b):

Exemple 13 .
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5T -~ T w
tan (ﬁ) = tan (Z + 6>
™ m
o (3) 0 ()
™ ™
1-— tan (Z) .tan <€)

1+\/?g
VB

1-1.—
3

3+3
3-V3
= 2+V3

Résultats :

k 2t
W Sia# Z ik et a # GRS pour tout k£ de Z, alors tan (2a) = 2
2 4 2 1 —tan’a

| Onposetztan(%) pour x de R tel que : x # 7 + 2k7 etx%%#—kﬁr pour tout k£ de

Z. On a
- 2t 1—¢2 2t
sinT = m, COST = 1 et tanz = [
Exemple 14 .
Calculer tan %
s 2w 2tan% s T

On atanZ =tan — = ————— =1, donc 2tan — = 1 — tan® —

8 1 — tan? — 8

8
™
posons : X = tan T donc on obtient [’équation suitvante

X?*+2X-1=0 /A=38

done X1=—-14+vV2 et Xo=—1— \/§, puisque tang >0 car <0 < % < g), alors

tang:\@—l.

Exemple 15 .
Soit a un réel de l'intervalle ]0, % [
tan® (a) — 3tana

3tanZa — 1

Montrer que : tan (3a) =
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On a tan (3a) = tan(2a+ a)
tan (2a) + tana

1 — tan (2a) . tana
2tana
1 —tan?a

2tana
] — — . tana

1 —tan%a
2tana + tana (1 — tan? a)
1 —tan?a — 2tana
3tana — tan®a
1 —3tan%a
tan® (a) — 3tana

3tan?a — 1

+ tana

Equation trigonométrique de base (rappel)

xr=a+2km
COST = CoSa <= ou kel
T =—a-+2km
b |V
K
Exemple 16 .
) o V3
Résoudre dans R ’équation : (F) : cosz = —
— )
Soit x € R, on a = cos —7T, alors
2 6
)
T =20 4 2%n
om 6
COST = COS — < ou /k eZ
’ 4ok
r=—— T
6
9
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donc l’ensemble des solutions de l’équation (E) dans R est :

S:{—5%+2]€7T/]€EZ}U{%N+2]{Z7T/]{IEZ}

Exemple 17 .
Résoudre dans [—m, 7| U'équation : (E) : cosx = -
2

Soit v € [—m,7[, on a g = cos% alors

T = 2%

T 4
cosST =cos o = ou JkeZ
T
SR
x 1 + 2km

comme v € |—m, |, alors

w

1 -5
—ﬂ§%+2k:7r<7r <— _1§4_1+2k<1 <— ?§k<—

oo

et comme k € 7., alors k =0, donc x = %

de méme on a

ot

1 -3
—7T§—2+2k7r<7r <— _1§_Z+2k<1 <— ?§k<—

oo

et comme k € Z, alors k =0, donc x = _I

Donc lensemble des solutions de l’équation (E) dans [—m, 7| est :
T
(5
44
Remarque 18 .

1l y a quelques cas particuliers ow la forme générale des solutions peut se résuler en une
seule famille :

cosx = 1 <= x=2kn [keZ

cosr = —1 <= z=n+2kr [kelZ
m

cosx = 0 <:>m:§+k7r/k:€Z
r=a+ 2km

sinz =sina <= ou kel

r=m—a+2km

10
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Exemple 19 .

Résoudre dans R [’équation : (E) : sinz = 5

1
Soit x € R, on a 3= sin% alors

x:z+2k7r 33:%4—2%7?
sinz = sin— <= ou kel <= ou kel
6 T om
I':ﬂ'—g—l—2k‘ﬂ' x:F—i_Qkﬂ

Donc lensemble des solutions de l’équation (E) dans R est :
S:{%Jr%w/ keZ}U %TJrQIm/ keZ}

Exemple 20 .

e

Résoudre dans R ’équation : (F) : sinez = ——.

w

2
—\/3 _
Soit x € R, on a V3 — _sin = =sin (?ﬂ) alors

2 3
x:—§+2k7r x:—%—l—Zkﬂ
sin . = sin (%) — ou kel — ou /k e
$:7T+%+2]{Z7T x:%r—i-Zlmr

donc l’ensemble des solutions de l’équation (E) dans R est :
0 4m
S = {—§+2lm/ keZ}U{?wLka/ keZ}

Exemple 21 .

e

Résoudre dans [—m, | l’équation : (E) : sinx =

11
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2
Soit x € [—m,7[, on a \/T_ = sin% alors

sinz =sin— <= ou kel <+— ou /k eZ
! T4 ok 3T ok
rT=T— =— T —
1 x 4+ ™
comme x € [—m, |, alors
Donc
1 -9 3
—WS%+2/€7T<7T <:>—1§Zl+2]€<1 <:>?§]€<§

et comme k € 7, alors k =0 donc x = z

3T
De méme on a: k=0, donc: x = —

Donc lensemble des solutions de l’équation (E) dans [—m, | est :

T 3T
= {35}

Remarque 22 .

1l y a quelques cas particuliers ou la forme générale des solutions peut se résuler en une
seule famille :

sint = 0 <= x=kn/ kel

T
sine = 1 <:>.1::§+2/<:7r//<:EZ
sinr = -1 <:>:1::—g+2k7r/k:€Z

tanz =tana <= x=a+kn /kEZ

http://www.xriadiat.com
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Remarque 23 .
T
Le nombre tanx n’est défini que pour x # 5 +kr | keZ.

Exemple 24 Résoudre dans R ’équation (F) : tanx = 1.
Soit v € R\ { + km / keZ}, onalztan%, alors

tanx:tan% = xz%—l—kﬂ/kez

donc l’ensemble des solutions de l’équation (F) est :

Sz{%+hﬂkez}

Exemple 25 .
) o —V3
Résoudre dans R ’équation (F) : tanx = —
Soit x € R\ { + km / kGZ}, on a _?\)/g = —tan% = tan (%), alors

tan:z::tan<%) <=>xz—%+k;7r/k€Z
Donc lensemble des solutions de l’équation (F) est :

Sz{—%+hﬂkez}

Transformation de ’expression acosx + bsinx

Soit a et b de R tels que : (a,b) # (0,0).
On a

coSx + ———sinx
02 2

acosx + bsinx = a2—|—b2<
a2 + 2
et on a : ‘ ‘ < 1. (car a®* < a*+b* et V> <a?+1?)
Puisque : (L) + (L) = 1, alors, il existe « (respectivement 3) de R
tel que :
a ) b ) b i a
cosqq = ———— et siha = —— (respectlvement cosf = ———— et sinff = ——

acosx + bsinx = va? + b? (cosx cosa + sinxsina) = vVa? + b2 cos (x — «)

ou

acosx + bsinz = vVa? + b? (coszsin f + sinx cos ) = Va2 + b?sin (z + f)

13
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3 1
Exemple 26 . V3cosx +sinz = 2 <§ coszT + §sinx)
T . LT
= 2 <cos T.COS — + sin . sin —)
6 6
= 2cos (a: — z) )
6

1 3
\/gcosx—ksinx = 2 (gcosx—k \/T_Sinx>

LT m .
= Q(SIH—COSZE—f-COS—SlIll‘)
6 6

T
- 2 ‘ ( _>
sin | x + 6

Remarque 27 .
On peut transformer a cos x+bsin x pour résoudre des équations de type a cos x+bsinx = ¢
ou d’inéquation de type acosx + bsinx > ¢ ou acosx + bsinx < c.

Exemple 28 .
Résoudre dans R I’équation (E) : cosx + v/3sinz = 1.

1. B Transformons : cosx + V3sinz
On a

1 3
Cosx+\/§sinx = 2 <§cosx—i— \/T_Sinx>

™ . . T
= 2 COSI.COSg-}-SlHZE.SlH—

3
T
-
cos (2 — <
B Résolvons l'équation (E) :
Soit x € R, on a
T
(F) — QCOS<$—§>=1
— ( 7T> 1
cos(z— =) ==
3 2
= cos(x—z>zcos<z)
3 3
= I—g:quka/k:GZ ou x—g:—g—l—Zkﬁ/k‘EZ
2
— x:§+2kw//~cezouz:2kw/kez
14
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donc Uensemble des solutions dans R de l’équation (E) est :

S:{%T—FQIWT//{JGZ}U{QIWT//CEZ}

Exemple 29 .
Résoudre dans lintervalle [0, ] l'inéquation : (E) : cos (2z) — sin (22) = —.

B Transformons : cos (2z) — sin (2x)

cos (2x) —sin (22) = V2 (? cos (2z) — ? sin (2:1:))

= V2 (COS % cos (2x) — sin % sin (23:))

= \/icos <2£L‘ + %)

B Résolvons dans [0, ] l’équation : (E)
Soit x € [0,7|, On a

V2 cos <2x+ E) = V2

F) — R
(E) 1 5
— (2 +7T) !
cos |2z +—) ==
4 2
<= COS<2(L’+Z):COSE
4 3
— 2x+%:g+2/~m//€€Z ou 2x+%:—g—|—2lm/keZ
T -

comme z € [0, 7] alors

1. e
T 1 —1 23
< — < < — < << ==
0_24+k7r_7r<:>0_24+k_1<:> 24_k_24

comme k € Z, alors k =0 d’ot x = %

s -7 7 31
< — < < — <1 — < k< =
0< o1 +k7r_77<:>0_24+k_ <:>24_/<;_24

17
comme k € Z, alors k =1 d’ou x = 2—;

par suite l’ensemble des solutions de l’équation (E) est :

T 17w
5‘{@%}'

15
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Exemple 30 .

Résoudre dans R ’équation suivante : (E) : cosz + v/3sinz = 3
Soit x € R, on a

1
(E) «— 2<§cosx+§sinx):3

1 3
<= Ecosx—i-?sin:z::§

T oo 3
< cosgcosx—l—sm—smx:§

< 7r) 3
<— coslz—=) ==
3 2

3
et comme 5 ¢ [—1,1], donc l’équation (E) n’admet pas de solutions dans R.

S=0¢

16
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